
К ЮБИЛЕЮ КАФЕДРЫ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ В ЭКОНОМИКЕ 

43 
 

DOI: http://dx.doi.org/10.21686/2413-2829-2022-4-43-48                                                                       

ЭФФЕКТИВНЫЙ КАПИТАЛ  
В УСОВЕРШЕНСТВОВАННОЙ МАКРОМОДЕЛИ 

ЭКОНОМИЧЕСКОГО РОСТА СОЛОУ 
 

А. Ю. Меерсон  

Российский экономический университет имени Г. В. Плеханова,  
Москва, Россия 

А. П. Черняев 
Московский физико-технический институт  

(национальный исследовательский университет),  
Долгопрудный, Россия 

 
В статье макроэкономическая теория экономического роста Солоу рассматривается в усложненном случае, 
когда технический прогресс является воплощенным в капитале. При этом производственная функция зави-
сит от эффективного капитала и трудового ресурса. Авторами детально исследуется эффективность капита-
ла. Обыкновенное дифференциальное уравнение баланса для капитала выводится на основе главного эко-
номического тождества: доход, т. е. выпуск промышленной продукции, равен сумме потребления и инве-
стиций. На основании обыкновенного дифференциального уравнения баланса для капитала получено 
обыкновенное дифференциальное уравнение для капиталовооруженности. Темпы роста эффективности 
капитала, трудового ресурса, нормы накопления и темпы амортизации капитала задаются экзогенно. В ходе 
исследования установлено, что это уравнение имеет существенные отличия от аналогичного обыкновенного 
дифференциального уравнения для капиталовооруженности в случае, когда технический прогресс является 
воплощенным в труде.  
Ключевые слова: производственная функция, эффективность капитала, капиталовооруженность, уравнение 
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The article studies the macro-economic theory of economic growth Solow in complicated case, when technical 
progress is materialized in capital. In this situation the production function depends on effective capital and labour 
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Введение 

ля каждого предприятия, произво-
дящего товары, доступна техноло-
гия, которая может быть задана не-

которой производственной функцией  
[5; 7–9]. Цель предприятий – получить мак-
симальную прибыль. Моделирование во-
площенности в капитале технического про-
гресса происходит за счет усложненной 
производственной функции, которая в этом 
случае зависит от двух переменных: эффек-
тивного капитала и трудового ресурса.  

Эффективность капитала является  
частью эффективного капитала и входит в 
последний в качестве множителя. Весь по-
лученный доход от труда и эффективного 
капитала, а также прибыль, если она есть, в 
каждый момент времени делятся между 
потреблением и инвестициями. Именно 
поэтому обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение баланса для капитала выво-
дится с учетом главного экономического 
тождества: доход, т. е. выпуск промышлен-
ной продукции, равен сумме потребления 
и инвестиций. На основании уравнения 
баланса для капитала получено обыкно-
венное дифференциальное уравнение для 
капиталовооруженности. Темпы роста 
эффективности капитала, трудового ре-
сурса, нормы накопления и темпы аморти-
зации капитала задаются экзогенно. Вместе 
с тем это уравнение имеет существенные 
отличия от аналогичного уравнения для 
капиталовооруженности в случае, когда 
технический прогресс является воплощен-
ным в труде, в силу различия производ-
ственных функций и определений капи-
таловооруженности. 

 
Свойства  
производственной функции 

Для каждого предприятия имеется тех-
нология в виде производственной функ-
ции, которая удовлетворяет ряду свойств. 

Производственная функция в простей-
шем случае может быть записана в следу-
ющем виде: 

Y(t) = F(K(t), L(t)),                    (1) 

где t  – время, которое считаем непрерыв-
ным;  

Y = Y(t) ≥ 0 – выпуск или доход;  
K = K(t) ≥ 0 – капитал;  
L = L(t) ≥ 0 – труд.  
Вместе с тем в формуле (1) не учитыва-

ется технический прогресс, поскольку в 
нее не входит эффективность труда. 

Рассмотрим более сложный случай, а 
именно когда производственная функция 
записывается в виде 

Y(t) = F(A(t)K(t), L(t)).                 (2) 

В формуле (2) A = A(t) ≥ 0 назовем эф-
фективностью, а под K(t) традиционно бу-
дем понимать капитал. Тогда A(t)K(t) будет 
эффективным капиталом. Описываемый 
формулой (2) технический прогресс будет 
воплощенным в капитале. 

Ясно, что если для формулы (1) спра-
ведливо равенство 

с = с(t) ≥ 0,  
F(с(t)K(t), с(t)L(t)) = с(t)F(K(t), L(t)), 

то при той же самой функции F справед-
ливо и равенство 

с = с(t) ≥ 0,  
F(с(t)A(t)K(t), с(t)L(t)) = с(t)F(A(t)K(t), L(t)). (3) 

Положим в формуле (3) с(t) = [L(t)]–1,  
тогда 
F(A(t)K(t)[L(t)]–1, 1) = [L(t)]–1F(A(t)K(t), L(t)). (4) 

Выражение A(t)K(t) [L(t)]–1 назовем эф-
фективной капиталовооруженностью тру-
да, а произведение [L(t)]–1F(A(t)K(t), L(t)), 
которое в силу (2) равно Y[L(t)]–1, – эффек-
тивным выпуском продукции на единицу 
труда. Введем новые переменные: 

k = k(t) = A(t)K(t) [L(t)]–1,               (5) 

y = y(t) = Y(t)[L(t)]–1,                  (6) 

f(k(t)) = F(A(t)K(t)[L(t)]–1, 1).            (7) 

Подставляя (5), (6) и (7) в (4), имеем 

y(t) = f(k(t)).                          (8) 

Формула (8) имеет экономический 
смысл. Действительно, левая часть форму-
лы – эффективный выпуск продукции на 
единицу труда, а правая часть – это эф-
фективная капиталовооруженность труда. 

 

 
 

Д 
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Пример производственной функции 

В качестве примера производственной 
функции приведем аналог функции Коб-
ба – Дугласа: 

F(A(t)K(t), L(t)) = (A(t)K(t))(L(t)) 1 –  .   (0,1). (9) 
Проверим для (9) справедливость фор-

мулы (3): 
F(с(t)A(t)K(t), с(t)L(t)) = 

= (с(t)A(t)(K(t))α (с(t)L(t))1 – α = 

= [с(t)]α [с(t)]1 – α (A(t)(K(t))α (L(t))1 – α = 

= с(t)F(A(t)K(t), L(t)).                  (10) 

Интенсивная форма производственной 
функции получается путем умножения 
обоих аргументов этой функции на вели-
чину, обратную труду: 

f(k(t)) = F(A(t)K(t)[L(t)]–1, 1) = 

= (A(t)K(t)[L(t)]–1) = (k(t)).            (11) 

Взяв производную от левой и правой ча-
стей формулы (11) по капиталовооружен-
ности, получим  

f’(k(t)) = (k(t)) – 1.                (12) 
При рассмотрении уравнений (9), (11) и 

(12) устанавливается, что f(k(t)) и f’(k(t)) по-

ложительны. Кроме этого, если k(t) → +, 

то f(k(t)) → + и f’(k(t)) → 0. Если же k(t) → 0,  

то f(k(t)) → 0 и f’(k(t)) → +. 
Для второй производной функции (11) 

по капиталовооруженности 

f”(k(t)) = ( – 1)(k(t)) – 2                  (13) 
имеем f”(k(t)) < 0 для всех значений (13). 

 

Темпы динамики труда и капитала 

В начальный момент времени значения 
труда и капитала будем считать заданны-
ми. 

Пусть v – темп прироста работников, 
занятых в производстве, т. е. темп прироста 
трудовых ресурсов. Тогда 

.
1

v
dt

dL

L
                            (14) 

Аналогичное предположение делаем 
относительно эффективности капитала: 

.
1

σ
dt

dA

A
                          (15) 

Материальные средства, вырученные от 
реализации произведенного продукта Y(t), 
тратятся на C(t) – расход, который мы 
отождествляем с потреблением, и I(t) – 
накопления, которые отождествляем с ин-
вестициями: 

Y(t) = C(t) + I(t).                    (16) 

Норма накопления I(t) обозначается че-

рез  и является экзогенно заданной вели-
чиной: 

I(t) = Y(t).                        (17) 
Уравнение баланса для капитала запи-

шем из следующих соображений: мгно-
венная скорость изменения капитала рав-
на разности прихода капитала, задаваемо-
го формулой (17), и расхода капитала, под 
которым понимается амортизация накоп-

ленного капитала с темпом : 

).()( tKtY
dt

dK
μ ρ                (18) 

Отметим, что в предлагаемой экономи-
ческой схеме не рассматривается влияние 
власти на экономику. Также считаем, что в 
работе предприятий участвуют все жители 
социального организма. Это не умаляет 
общности рассматриваемой схемы, так как 
если кто-то не работает на каком-либо 
предприятии, то он обслуживает работа-
ющих членов своей семьи. В этом случае 
можно считать его работником предприя-
тия по оказанию услуг данной семье. 

 
Характер поведения  
капиталовооруженности 

Изучим мгновенную скорость капита-
ловооруженности труда. Для этого нам 
понадобятся характер поведения трудовых 
ресурсов, который задается формулой (14), 
и темп изменения эффективности, опре-
деляемый формулой (15). Уравнение ба-
ланса капитала (18) является для этой цели 
лишь первым шагом. Наиболее удобной 
переменной для исследования является 
капиталовооруженность трудовых ресур-
сов. Так как k(t) = A(t)K(t)[L(t)]–1, то 

.
)(

)(
)()(

)(

)()()()(

)(

)( )()()( ))()((
22
tL

tL
tKtA

tL

tKtAtKtA

tL

tLtKtAtLtKtA

dt

dk 






            (19) 
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Преобразуем эту формулу с учетом выражения (18): 
 

.
)(

)()(
))()(

)(

)(

)(

)(
)(

)(

)(
)()(

)(

 )()( )()(
2

v
tL

tKtA
tKtY

tL

tA

tL

tK
tA

tL

tL
tKtA

tL

tKtAtKtA

dt

dk






 μρ(  

Упростим последнее равенство: 

.
)(

)()(

)(

 )()(

)(

 )()(

)(

 )()(

)(

)(

tL

tKtA

tL

tKtA

tL

tYtA

tL

tKtA

tA

tA

dt

dk
v


 μρ  

Принимая во внимание выражения (14) 
и (15), из последнего равенства имеем 

dt

dk
= A(t)f(k) + σk – k – vk.             (20) 

Обыкновенное дифференциальное 
уравнение (20) является основным, описы-
вающим динамику макромодели Солоу с 
техническим прогрессом, воплощенным в 
капитале, задаваемым производственной 
функцией (2). Эффективный капитал 
A(t)K(t) входит в производственную функ-
цию согласно формуле (2). Уравнение (20) 
описывает мгновенную скорость капита-
ловооруженности трудовых ресурсов при 
помощи двух слагаемых.  

Выражение  

A(t)f(k),                          (21) 
являющееся первым слагаемым правой ча-
сти обыкновенного дифференциального 
уравнения (20), пропорционально норме 
накопления. Оно отличается от аналогич-
ного первого слагаемого правой части 
обыкновенного дифференциального 
уравнения, описывающего динамику мак-
ромодели Солоу с техническим прогрес-
сом, воплощенным в труде. Этот техниче-
ский прогресс задается другой производ-
ственной функцией, в которую вместо эф-
фективного капитала входит эффективный 
труд. В это обыкновенное дифференци-
альное уравнение для капиталовооружен-
ности в случае технического прогресса, во-
площенного в труде, эффективность труда, 
которая обозначается также A(t), не входит. 
Так что уравнение (20) сложнее аналогич-
ного уравнения, описывающего техниче-
ский прогресс, воплощенный в труде, по-
скольку формула (21) имеет дополнитель-
ный множитель A(t). 

Второе слагаемое правой части уравне-
ния (20) 

 σk – k – vk = (σ –  – v) k               (22) 
также отличается от аналогичного второго 
слагаемого правой части обыкновенного 
дифференциального уравнения, описы-
вающего динамику макромодели Солоу с 
техническим прогрессом, воплощенным в 
труде. Кардинальное отличие заключается 
в знаке, с которым входит в это слагаемое 
темп показателя эффективности капитала 
(15). Экономический смысл слагаемого (22) 
с обратным знаком – это также восстанав-
ливающие накопления, объем которых до-
статочен для поддержания капиталово-
оруженности k = k(t) на существующем 
стабилизационном уровне. 

Стабилизационный уровень капитало-
вооруженности обеспечивается двумя 
причинами. 

Первая причина указанной поддержки – 
это амортизация капитала. По этой при-
чине необходимо обновление капитала, 
чтобы поддерживать объем капиталово-
оруженности на стабилизационном 
уровне. Этим объясняется присутствие 

слагаемого k в формуле (22). 
Вторая причина указанной поддержки – 

это рост темпа прироста труда. Именно 
этим объясняется присутствие в выраже-
нии (22) слагаемого vk. 

Темп прироста эффективности капита-
ла (15) входит в формулу (22) с другим зна-
ком, что показывает большую эффектив-
ность технического прогресса, воплощен-
ного в капитале, чем технического про-
гресса, воплощенного в труде.  

Превышение уровня фактических инве-
стиций на единицу труда над уровнем 
восстанавливающих инвестиций обеспе-
чивает рост капиталовооруженности  
k = k(t). Недостаток уровня фактических 
инвестиций на единицу труда над уров-
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нем восстанавливающих инвестиций при-
водит к убыванию капиталовооруженно-
сти k = k(t). В случае равенства объемов 
фактических и восстанавливающих инве-
стиций имеет место равенство капиталово-
оруженности k = k(t) во времени. 

 
Заключение 

Случай, когда технический прогресс 
воплощен в капитале, является усложнен-
ным вариантом макроэкономической мо-
дели Солоу [1–4; 6]. Отличия этого случая 
от технического прогресса, воплощенного 

в труде, весьма значительные. В рассмат-
риваемом в настоящей статье случае про-
изводственная функция зависит от двух 
аргументов: эффективного капитала и 
трудового ресурса. Различия производ-
ственных функций и определений капи-
таловооруженности объясняют получен-
ную разницу рассматриваемого техноло-
гического прогресса, воплощенного в ка-
питале, и технологического прогресса, во-
площенного в труде. 
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