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В статье показана динамика стоимостных показателей рынка цифровых финансовых активов. Предметом 
исследования являются методы теории чувствительности в задачах оптимального управления нелинейными 
системами для автоматизированного мониторинга и управления портфелем цифровых финансовых активов 
и криптовалют. Рассмотрены проблемы моделирования процессов в экономических системах, определена 
задача оптимального управления в форме системы нелинейных дифференциальных уравнений и оптими-
зируемого целевого функционала, описаны вариационный метод решения данной задачи, принцип инва-
риантности нелинейных систем и предоставляемые решением возможности моделирования экономических 
систем. Анализируется подход к рассмотрению динамики экономических систем на основе принципа мак-
симума. Показано применение подхода для решения задачи оптимизации и к методам управления, имею-
щим кусочно-непрерывный характер, в условиях неопределенности, присущей экономическим системам. 
Определены функции чувствительности нелинейных систем. Рассматривается применение теории чувстви-
тельности для задач оптимального управления нелинейными системами на примере оценки вектора неиз-
вестных параметров динамической системы. Проводится критический анализ состояния в задачах экономи-
ческого моделирования с учетом неопределенности, обусловленной социальными и психологическими при-
чинами. Представленный в статье материал показывает возможности использования методов анализа чув-
ствительности к задачам декомпозиции систем и сопутствующим преобразованиям систем дифференциаль-
ных уравнений. 
Ключевые слова: математические модели, нелинейные системы, цифровые финансовые активы, моделирова-
ние экономических процессов. 
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The article shows dynamics of value figures on market of digital finance assets. The research studies methods of the 
sensitivity theory in tasks of optimal management of non-linear systems for automated monitoring and controlling 
the portfolio of digital finance assets and crypto-currencies. The authors study process modeling in economic 
systems, set the task of optimal management by the system of non-linear differential equations and target 
functionality, describe the variation method of task resolving, the principle of invariability of non-linear systems and 
possibilities to model economic systems provided by the solution. The approach to investigating dynamics of 
economic systems based on the principle of maximum was analyzed. The article shows possible application of the 
approach for resolving optimization tasks and for methods of management with split and continuous character in 
conditions of uncertainty typical of economic systems. Functions of non-linear sensitivity are identified. The use of 
the sensitivity theory for tasks of optimal management of non-linear systems was studied, illustrated by estimating 
the vector of unknown parameters of dynamic system. The authors analyze the condition in tasks of economic 
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modeling with regard to uncertainty caused by social and psychological reasons. The material provided in the article 
shows possibilities of using the method of sensitivity analysis for tasks of system decomposition and related 
transformations in systems of differential equations. 
Keywords: mathematic models, non-linear systems, digital finance assets, modeling economic processes. 

 
 
Введение 

едеральный закон от 31 июля  
2020 г. № 259-ФЗ «О цифровых 
финансовых активах, цифровой 

валюте и о внесении изменений в отдель-
ные законодательные акты Российской 
Федерации» вступил в силу 1 января  
2021 г. В связи с растущим интересом со 
стороны общества в новой цифровой фи-
нансовой среде и современными условия-
ми развития IT-технологий все больше 
развиваются направления цифровых ва-
лют и цифровых финансовых активов 
(ЦФА). Высокий технологический уровень 
последних с криптографическим стойким 
шифрованием позволяет использовать но-
вый вид финансовых инструментов в ин-
тересах национальной безопасности. 

Существенный рост рынков криптова-
лют и ЦФА, потребность в новых транс-
граничных безопасных и стабильных фи-
нансовых каналах приводят к необходимо-
сти создания инструментов управления 
ими, а также проведения экономических 
исследований и математического модели-
рования финансовых циклов [13].  

Экономические системы, которые явля-
ются динамическими системами с полной 
или частичной компенсацией относитель-
но произвольных возмущений, относят к 
классу инвариантных. В ряде работ рас-
сматривается принцип инвариантности и 
вариационный подход к решению задач 
инвариантности [3; 16; 19–21], а также 
принцип максимума Понтрягина в теории 
динамических систем [1; 2; 4; 10–12; 15; 17; 
27–32]. Одним из важных инструментов 
анализа зависимости характеристик ком-
пенсации от возмущений являются методы 
теории чувствительности [3; 16; 18; 19; 22; 
25; 32]. Рассмотрение вышеупомянутых за-
дач, включая применение принципа мак-
симума в теории динамических систем, 
является целью исследования. 

 
О вариационном подходе  
к инвариантности динамических  
систем 

Одной из проблем экономических си-
стем, как и всех динамических, является 
оптимальное управление [16; 20; 21], состо-
ящее в минимизации (максимизации) не-
которого целевого функционала 

J(x, v) → min,                        (1) 

подчиненного системе дифференциаль-
ных уравнений вида 

x = f(x, v, t), x(t0) = x0,                (2) 

где f (·, ·, ·) – вектор-функция переменных 

x(t)  Gx  Rn и v(t)  Gv  Rr. При этом x(t) – 
вектор состояния системы, а v(t) – вектор 
управляющих и/или возмущающих воз-
действий.  

Вариационные методы решения задач 
Лагранжа, Майера и Больца, описываемые 
уравнениями вида (1) и (2), рассматрива-
ются, например, в работе Н. Н. Моисеева 
[14]. Функция цели может в общем случае 
зависеть не только от решения системы 

дифференциальных уравнений )(tx̂  в мо-

мент t = t1, но и от характера функцио-
нальных пространств, которым принадле-

жат решения и возмущения, x(t)  Gx и  

v(t)  Gv. 
Иная ситуация присуща инвариантным 

системам, т. е. системам, дифференциаль-
ные уравнения состояния которых имеют 

решения )(tx̂ , инвариантные по отноше-

нию к внешним воздействиям v(t) из мно-
жества Gv. Это означает, что аргументами 
целевого функционала являются как зави-
сящие от внешних воздействий решения 
дифференциального уравнения системы, 
так и само внешнее воздействие v(t): 

J(t) = Ф(x(t), v(t), t). 

На практике чаще всего встречаются 
функционалы: 

1) J(t) = (xk(t));  

Ф 
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2) J(t) = F(x(t)); 

3) ( ) .=
1

0

)(),()(
t

t

dtttxFt vJ  

Первые два функционала можно также 
представить выражением 

J(t) = c, x(t),                        (3) 

где угловые скобки ·, · означают опера-
цию скалярного произведения, а  
c = (c1, c2, …, cn)T – вектор компонентов 
функционала (3). 

Из инвариантности функционала J(t) 
относительно вектора воздействий v при 
заданном решении уравнения системы  

)(tx̂  следует, что вариация функционала 

δt J(t) = 0.                           (4) 
Если условие (4) выполняется только 

при t = T, то инвариантность является сла-

бой, а если при всех t  [0, T], то абсолют-
ной. 

Пусть определена функция 

H(x, , v, t) = (, fx), 

где (t) удовлетворяет векторному диффе-
ренциальному уравнению  

ψ = –H’x 

с граничными условиями (T) = –c. При 
этом исходное уравнение (1) принимает 
вид 

x = H’ψ. 
Подстановка решений этих уравнений в 

формулу, определяющую зависимость ве-
личины приращения функционала от ва-
риации входного воздействия, дает выра-
жение, позволяющее заключить о выпол-
нении условий инвариантности: 

 

( )   ηψψ − −+−==
T

t
t dttxHtxHTxcT

0

),,,(),δ,,()(δ,)(δ vvvJ .                           (5) 

 
Здесь η – некоторое остаточное слагае-

мое. 
Если рассмотреть линейную стацио-

нарную систему [19] 

x = Ax + bv, 

то из приведенных выше уравнений сле-
дует решение 

−=
T

t dtbT
0

)δ,()(δ vJ ψ , 

ψψ
TA−= ,  (T) = –c. 

Рядом исследователей методами вариа-
ционного исчисления получено решение 
частных проблем инвариантности линей-
ных систем – стационарных и нестацио-
нарных, а в некоторых случаях и нелиней-
ных [3; 19]. Названные методы могут при-
меняться в теории оптимального управле-
ния [14; 32], а принцип инвариантности 
применим ко многим многосвязным и 
многоконтурным системам из области 
практической деятельности человека, в 
том числе к экономическим. 

 
 
 
 

Принцип максимума в теории  
динамических систем 
Другой, получивший широкое распро-

странение подход к рассмотрению дина-
мики экономических систем основывается 
на принципе максимума Понтрягина [17], 
что следует из анализа ряда публикаций 
[1; 4; 10–12; 15; 17; 26–31]. Задача Понтряги-
на заключается в минимизации функцио-
нала  

( )
U

→=
u

t

t

dttutxft min)(),()(
1

0

0J ,         (6) 

подчиненного уравнению 

x = f(x, u, t), x(t0) = x0. 
Здесь u(t) = (u1, u2, …, um)T трактуется как 

управление, а f(t) = (f0, f1, …, fn)T – как век-
тор-функция. x(t) = (x0, x1, …, xn)T – состоя-
ние системы. 

Функция Гамильтона задачи определя-
ется как 

H(, x, u) = , f(x, u). 

Дифференцирование по компонентам 

i и соответственно xi дает уравнения 

i

i uxH

dt

dx

ψ


=

),,(ψ
,                   (7) 
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i

i

x

uxH

dt

d




−=

),,(ψψ
,                 (8) 

где  (t) = (0, 1, …, n)T, i = 0, 1, 2 …, n,   а 
степень уравнений (7) и (8) равна 2n. 

По выбранному кусочно-линейному 
управлению u и начальным условиям x(t0) 
при решении уравнения (6) можно найти 
вектор состояния как функцию сопряжен-

ного вектора , в свою очередь определяе-
мого из уравнения (8). Далее находится 
управление u*(t), решающее задачу макси-
мизации: 

M(*, x*) = sup H(, x, u). 
                                               uU 

При этом поскольку всегда можно 

предположить, что M(*, x*) = 0, необхо-
димое условие  минимума функционала 
(6), имеющего место в точке u*(t), дается 

неравенством 0 < 0. Более полные сведе-
ния по решению задачи содержатся, 
например, в работе Л. С. Понтрягина,  
В. Г. Болтянского, Р. В. Гамкрелидзе и  

Е. Ф. Мищенко «Математическая теория 
оптимальных процессов» [17]. 

 Конечно, это только математическая 
часть задачи моделирования, начинаю-
щейся, в частности, с обоснования струк-
туры модели и функционала цели. Реше-
ние этой части экономических задач часто 
основывается на принципах физической 
аналогии, особенно на законах сохране-
ния. Не являясь целью исследования, эта, 
несомненно, важная часть опускается, а 
обсуждаются лишь известные по ряду пуб-
ликаций результаты – уравнения и функ-
ционалы, конкретизирующие постановку 
задач оптимизации в нормированной 
форме. 

Так, например, одну из возможных мо-
делей оптимального инвестирования в 
производственные фонды предприятия 
можно представить следующей задачей  
[1; 2]: 

  

)()()( txtutx α−= ,  max0:)( uuRutu =U , 0(0) xx = . 

  max)()()(),(
0

2ρ
→ −−=


−

dttcutbxtxeux
t
αJ , 

 

где x(t) – динамика капитала предприятия 
в единицу времени; 

u(t) – количество приобретаемых еди-
ниц оборудования;  

 – удельная скорость износа оборудо-
вания; 

, b, c – неотрицательные коэффициен-
ты.  

Это задача на бесконечном интервале.  
В принципе, пределы интегрирования мо-
гут быть представлены и конечными чис-

лами. Коэффициент  называется также 
параметром дисконтирования. 

Другой пример – модель экономическо-
го роста на бесконечном интервале, кото-
рую можно представить следующими 
уравнениями [2; 10; 11]: 

)(μ))(()()( txtxftutx −= , 

u(t)  Uε = [0, 1 – ε], x(0) = x0, 

  max))((ln))(ln(1),(
0

ρ
→ +−=


−

dttxftueux
t

J . 

За всеми подобными моделями скрыва-
ются часто неопределенные факторы и за-
коны реальной экономики, характеризу-
ющие технологическое оснащение произ-
водства, производительность и интенсив-
ность труда, подготовленность трудового 
ресурса, личностную историю становле-
ния производства и т. п. В этом плане 
представленные выше модели дают лишь 
интегральную характеристику производ-
ства, не позволяя сделать прогноз на сколь- 
нибудь значимый интервал времени. Ко-
нечно, модель управления односекторной 
экономикой, учитывающая потребление 
производителей [4], не решает названную 
проблему в целом. 

Действующими факторами здесь явля-
ются произведенный продукт, являющий-
ся суммой инвестиций, потреблений рабо-
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тодателей и потреблений наемных работ-
ников, капитал и трудовые ресурсы. Мо-
дель оптимального управления при этом 
задается следующими уравнениями [4]: 

  ))(()()())(()( txftstxtxftx Кx −−= v , 

0 ≤ sK(t) ≤ 1, x(0) = x0, x(T) ≥ xT > 0,  

Ks

T

K
t

dttxftseux max))(()(),(
0

ρ
→=

−
J , 

где x(t) – нормированные к трудовым ре-
сурсам основные фонды; 

sK(t) – норма потребления производите-
лей. 

Существует множество иных моделей, к 
числу которых относятся, например, моде-
ли рыночной конкуренции – модель оли-
гополии Курно и синергетическая модель 
устойчивости средней фирмы [12], подоб-
ная модели финансовых циклов [13]. Ди-
намика модели средней фирмы, представ-
ленная в координатах «число сотрудников, 
величина капитала, размер кредита»  
(y1, y2, y3), описывается системой диффе-
ренциальных уравнений: 

1321 byyayy −= ,  

31322 )( ydyyycy −+= ,  

323 fyeyy −= . 

В зависимости от значений параметров 
в этой модели может наблюдаться как 
циклическая, так и хаотическая динамика. 
Многие особенности построения матема-
тических моделей экономики раскрывают-
ся в статье Ю. И. Параева и К. О. Полуэк-
товой [15], а также в работах зарубежных 
исследователей [26–31]. Так, Б. Д. Крейвен 
описывает два подхода к решению задач 
оптимального управления с бесконечным 
интервалом [27]. Помимо принятого [1; 2] 
метода взвешивания, в статье используется 
преобразование переменной t – отображе-
ние [0, ∞) → [0, 1). 

Присущая всем экономическим систе-
мам проблема неопределенности, обу-
словленная действием, часто значитель-
ным, экзогенных и эндогенных факторов, 
требует некоторой коррекции задачи оп-
тимизации, а именно пополнения пара-

метров модели системы параметрами, от-
вечающими за действие указанных факто-
ров. Вновь введенные таким образом па-
раметры можно представить вектором  

v  V  Rl, 

где V – множество возможных значений 
вектора v.  

Функции Гамильтона можно придать 

вид H(, x, u, v) = , f(x, u, v). При этом оп-
тимальное решение, отвечающее вектору  

vk  V, имеет вид u*(t, vk), x*(t, vk), J*(vk). 
Динамике экономических систем, мето-

дам управления экономикой и принимае-
мым решениям присущ во многом кусоч-
но-непрерывный характер, что хорошо со-
гласуется с условиями, налагаемыми на 
функции задач оптимизации методами, в 
основе которых лежит принцип максиму-
ма Понтрягина. В этом плане представля-
ют значительный интерес методы теории 
систем с переменной структурой, нашед-
шей выражение в методах асимптотиче-
ской теории управления неопределенны-
ми объектами [5–7] и теории скользящих 
режимов [5]. Эти методы представляют ин-
терес и в плане их приложения к модели-
рованию экономических объектов. Пред-
ставляют интерес также и результаты ра-
бот по инвариантности, стабилизации и 
управлению объектами из других областей 
науки и техники [8; 9; 23; 24]. 

 
О чувствительности  
динамических систем 

Чувствительность, как известно, означа-
ет зависимость некоторых характеристик 
динамической (экономической) системы от 
изменяющихся в окрестности номиналь-
ных значений, параметров. Многообразие 
методов теории систем [18] привело к по-
явлению и разных характеристик чувстви-
тельности, характеристик временных и ча-
стотных, логарифмических и полулога-
рифмических, непрерывных и разрывных, 
параметрических и др. Чувствительность 
моделей, при анализе которых использует-
ся принцип максимума Понтрягина, мож-
но определить из выражения, определяю-
щего диаметр множества значений целево-
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го функционала  )(Diam VV 
 ~
vJ  либо 

диаметр множества решений x*(v) или 
u*(v). 

Функциональными характеристиками 
чувствительности являются дифференци-
алы и соответствующие им производные 
Гато и Фреше. Приложения теории чув-
ствительности к теории автоматического 
управления рассматриваются в ряде работ 
[16; 25]. 

Дифференциал Гато отображения  

f : X → Y в точке x̂  задается выражением 

λ

)()λ(
lim),(

0λ

xfhxf
hxDf

ˆˆ
ˆ

−+
=

→
. 

Если при этом дифференциал Гато 

линеен по h, т. е. Ahh,xDF =)( ˆ , так, что 

( ) 0λ)()λ(1/λlim
0λ

=−−+
→

Ahxfhxf ˆˆ , 

то оператор )(x xfA ˆ=  называется произ-

водной Гато. 

Пусть отображение f : Q  Rm → Rn, то-
гда производная Гато дается матрицей 
Якоби 


















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=

nmn

m

x

ff

ff

f







1

111

, 
j

i
ij

x

f
f




= . 

В ряде случаев проще при анализе чув-
ствительности воспользоваться диффе-
ренцированием по Фреше. Отображение  

f : Q  Rm → Rn считается при этом диффе-
ренцируемым по Фреше, если существует 
линейный оператор A такой, что 

( ) 0)()(1/lim
0

=−−+
→

Ahxfhxfh
h

ˆˆ . 

 

Оператор A при этом – это производная 

Фреше отображения f, т. е. )(xfA x
ˆ= , из 

существования которой следует и суще-
ствование производной Гато, но не обяза-
тельно обратно. В подобной ситуации, ко-
гда производные Гато и Фреше фактиче-
ски совпадают, можно использовать для 
них единое обозначение, что, как правило, 
и делается. Как пример теории далее мож-
но рассмотреть задачу идентификации 
динамической системы [16]. 

Цель рассматриваемой задачи иденти-
фикации состоит в оценке вектора неиз-

вестных параметров   Rr системы, опи-
сываемой дифференциальным уравнени-
ем 

)),(,()( αtxtftx = , x* = x(t0)           (9) 

и линейным алгебраическим уравнением – 
уравнением выхода системы 

z() = H()x(),                    (10) 

где f(·, ·, ·) – вектор-функция состояния  

x(t)  Gx  Rm;  
x* – начальные условия; 

z() – наблюдаемые данные; 

H() – матрица коэффициентов размера 
m · n. 

Решению уравнения (9) при известном 

векторе  = * + δ можно также придать 
вид  

x(, )  x(, *) + x (, *)δ,        (11) 

где x(, *) – решение уравнения (9) при 

значении  = *. 
Подстановка выражения (11) в (9) дает 

матричное уравнение 

 

αx (, *)  fx(, x(, *), *)x (, *) + f (, x(, *), *),  x (t0, *) = 0.                     (12) 

 
Поскольку выход системы определяется 

согласно (10) и (11) выражением 

ẑ () = H()x(, *) + H()x (, *) δ,   

то требуется, чтобы искомый вектор пара-

метров * удовлетворял условиям наи-
лучшего приближения. Более полные све-

дения по решению этой задачи можно 
найти в работах Б. Н. Петрова [16]. 

Особый класс процессов образуют эко-
номические и деловые циклы, представля-
емые периодическими, но нерегулярными 
колебаниями, происходящими в окрестно-
сти соответствующих долгосрочных трен-
дов развития экономики. 
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Обсуждение и заключение 

В ходе анализа закономерностей и осо-
бенностей ценообразования цифровых ва-
лют в перспективе возможно построение 
математических моделей, приближенных к 
реальным рынкам криптовалют и ЦФА. 
Для построения таких математических мо-
делей предлагается применение принципа 
максимума, методов анализа чувствитель-
ности, а также вариационного подхода к 
инвариантности динамических систем. 

Построение математических моделей 
экономических систем с применением со-
временного IT-инструментария позволяет 
более эффективно подойти к вопросу 
управления цифровыми финансовыми 

активами и цифровыми валютами с уче-
том специфических особенностей и зако-
номерностей ценообразования криптоак-
тивов, находящихся под воздействием 
внутренних и внешних ограничений и 
рисков.  

Результаты исследований могут быть 
применены в корпоративном секторе и 
для создания гибридного суверенного 
фонда. Внедрение систем управления 
криптовалютами и ЦФА может повысить 
устойчивость государства и Центрального 
банка к геополитическим и валютным 
рискам. 
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