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В данном исследовании предложен алгоритм оценивания динамической корреляции временных рядов, свя-
занных между собой моделью TVP-регрессии. Актуальность данной задачи обусловлена тем, что зачастую 
такая модель описывает поведение активов на финансовых рынках, а при помощи моделирования их корре-
ляционной связи во времени можно учитывать риски, что является неотъемлемой частью построения стра-
тегии формирования инвестиционного портфеля. Также такая методика может применяться при изучении 
эффекта распространения шоков на финансовых рынках во время кризисов. Цель исследования – оценка 
эффективности описанного в работе алгоритма в сравнении с классическим алгоритмом DCC GARCH. 
Сравнение данного алгоритма с методом DCC GARCH было проведено на синтетических данных при не-
скольких значениях дисперсии ошибки процесса. В результате при всех рассмотренных значениях диспер-
сий ошибки процесса предложенный алгоритм показал лучший результат в терминах среднеквадратиче-
ской ошибки оцененной корреляции и реальной. Однако было замечено, что для более высоких значений 
ошибки процесса разница в качестве результата, полученного предложенным алгоритмом и методом DCC 
GARCH, снижается. В заключение были отмечены недостатки предложенного алгоритма. 
Ключевые слова: линейная регрессия, DCC GARCH, финансовый рынок, инвестиционный портфель. 
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CONNECTED BY TVP-REGRESSION MODEL 
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The present research proposes algorithm of assessing dynamic correlation of time series connected by  
TVP-regression model. Topicality of this task is stipulated by the fact that this model often describes asset behavior 
on finance markets, while modeling of their correlation link over time could help take into account risks, which is an 
integral part of building strategy of shaping the investment portfolio. This methodology can also be used to study 
the effect of shock proliferation on finance markets in time of crises. The goal of the research is to assess efficiency of 
the algorithm described in the work in comparison with the classic algorithm DCC GARCH. Comparison of the 
present algorithm with DCC GARCH method was carried out on synthetic data with several values of process error 
dispersion. As a result with all considered values of dispersion of the process error the advanced algorithm showed 
best figures in terms of mean-square error of assessed and real correlation. However, it was noticed that for higher 
values of process error the difference in result obtained by advanced algorithm and DCC GARCH method drops.  
In conclusion certain drawbacks of the algorithm were shown. 
Keywords: linear regression, DCC GARCH, finance market, investment portfolio. 
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ект № 22-78-10150 «Разработка системы оценки и оптимального планирования реализации государственных 
экономических проектов в условиях геополитических рисков».  
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Введение 

ыявление взаимозависимости между 
финансовыми активами является 
важным элементом эффективного 

управления рисками и инвестициями. 
Традиционные методы анализа корреля-
ции, основанные на статических предпо-
ложениях, часто оказываются недостаточ-
ными для описания динамических взаимо-
связей, которые присутствуют на финан-
совых рынках.  

В последние десятилетия существенное 
внимание было уделено разработке моде-
лей, которые могли бы учитывать динами-
ку корреляции между финансовыми акти-
вами. Среди таких моделей выделяется ме-
тод DCC GARCH (Dynamic Conditional 
Correlation Generalized Autoregressive 
Conditional Heteroskedasticity), предлагаю-
щий методику для моделирования изме-
няющейся во времени корреляции между 
несколькими временными рядами.  

Метод DCC GARCH и его разновидно-
сти в последние годы часто используются 
для исследования передачи шоков на фи-
нансовых рынках [2; 5], в построении стра-
тегии хеджирования [4] и для некоторых 
других задач [6]. 

В статье предлагается новый алгоритм 
моделирования корреляции между вре-
менными рядами как одна из альтернатив 
метода DCC GARCH. Цель данного иссле-
дования – сравнение качества выявления 
корреляционной структуры временных 
рядов предложенным алгоритмом и мето-
дом DCC GARCH. Для достижения данной 
цели проводится сравнительный анализ 
этих двух методов на синтетических дан-
ных. 

 
Описание задачи 

Рассмотрим модель с одной факторной 
переменной x, динамически влияющей на 
зависимую переменную (т. е. коэффици-
енты регрессии изменяются во времени): 

zt = a0t + a1t · xt + ,                     (1) 

где   N(0, σz). 

at = at-1 + u,                          (2) 

где at = (a0t, a1t); 

       u  N(0, a). 
Корреляцию rt между zt и xt по извест-

ному свойству регрессии можно рассчи-
тать следующим образом [1]: 

rt = ,
σ

σ1

z

xta 
                          (3) 

где σx – дисперсия независимой перемен-
ной x (в нашем случае предполагается по-
стоянной). 

Допустим, что xt и  некоррелированы. 
В результате получим  

.
σσ

σ
22
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1

zxt

xt
t
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a
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=                    (4) 

 
Методология DCC GARCH 

Общее уравнение модели DCC GARCH 
[4] представлено как  

Ht = Dt Rt Dt,                       (5) 

где Ht – матрица условной дисперсии; 
 Dt – диагональная матрица размера kxk, 

имеющая условное среднеквадратическое 

отклонение ith  на своих диагоналях; 

Rt – изменяющаяся во времени корреля-
ционная матрица. Условная дисперсия (hit) 
в данной модели оценивается с использо-
ванием одномерной модели GARCH (X, Y), 
как показано в уравнении (2). 
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где ωi, ix и iy неотрицательны; 
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−
– квадрат лаговых значений вре-

менных рядов; 
k – количество моделируемых рядов.  
В текущем исследовании часто исполь-

зуется одномерная модель GARCH (1, 1). 

Отсюда находятся остатки (r) и услов-

ные стандартные отклонения ( ith ). 

Условное стандартное отклонение выража-
ется диагональной матрицей Dt, состоящей 

из элементов ( ith ) на диагоналях, как по-

казано в уравнении (3): 

В 
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Стандартизированные остатки 
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σ  в дальнейшем используются 

для оценивания динамической корреля-
ционной матрицы Rt: 
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где tQ̂ – диагональная матрица, состоящая 

из квадратных корней диагональных эле-
ментов матрицы Qt, как указано в уравне-
нии (5).  

Qt = (1 – a – b) Q  + a(t–1 ’t–1) + bQt–1,     (10) 

где Qt – симметричная положительная 
определенная матрица условной ковариа-
ции; Qt  = (qij,t); 

Q – безусловная ковариация стандарти-

зованного остатка одномерной модели 
GARCH. 

Условную корреляцию 
tj,i,tj,i,

tj,i,

tij,
qq

q
=ρ   

можно выразить в типичной корреляци-
онной форме следующим образом: 
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Как при оценивании параметров одно-
мерных моделей GARCH, так и при оце-
нивании параметров a и b в (6) использует-
ся метод максимального правдоподобия в 
предположении нормального распределе-
ния (более подробно см. [3]). 

 
 
 

Предложенный алгоритм 
Пусть N – число итераций алгоритма,  

n – длина ряда. Предположим, X – матрица 

размера n  2, где второй столбец – ряд x, а 
первый – столбец из единиц. 

Исходя из [9] был предложен алгоритм 
получения оценки коэффициентов ли-
нейной регрессии. 

Алгоритм  

0. Априорно инициализируем матрицы Sp размера 2  2, S = Sp; матрицы из нулей ap 

размера N  n  2, Ps размера N  n  2  2, M размера N  n  2. 
1. Для k = 0, …, n – 1: 
2.  Если k = 0: 
3.   Для i = 1, …, n – 1: 
4.    p = 0. 

5.    Ps[k, i, :, :] = 
2

11

σ

:]),[:],[(

z

T iXiXS −−
+

 . 

6.    M[k, i, :] = 
2

1

σ

:],[][:]1,,[

z

T
p iXizSipa +

−−
Ps[k, i, :, :]. 

7.    ap[k, i, :] = M[k, i, :]. 
8.  Иначе: 
9.   p = k – 1. 
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10.   Для i = 0, …, n – 1: 
11.    Если i > 0 и i < n – 1: 

12.     Ps[k, i, :, :] = 
2

11

σ

:]),[:],[(2

z

T iXiXS −−
+

. 

13.     M[k, i, :] = 
2

1

σ

:],[][:])1,,[:]1,,[(

z

T
pp iXizSipaipa ++

−+−
Ps[k, i, :, :]. 

14.     ap[k, i, :] = N(M[k, i, :], Ps[k, i, :, :]), где N(·, ·) – многомерное нормальное 
распределение. 

15.    Иначе если i = 0: 

16.     Ps[k, i, :, :] = 
2

11

σ

:]),[:],[(

z

T iXiXS −−
+

 . 

17.     M[k, i, :] = 
2

1

σ

:],[][:])1,,[(

z

p iXizSipa +
−+

Ps[k, i, :, :]. 

18.     ap[k, i, :] = N(M[k, i, :], Ps[k, i, :, :]). 
19.    Иначе если i = n – 1: 

20.     Ps[k, i, :, :] = 
2

11

σ

:]),[:],[(

z

T iXiXS −−
+

. 

21.     M[k, i, :] = 
2

1

σ

:],[][:])1,,[(

z

T
p iXizSipa +

−−
 Ps[k, i, :, :]. 

22.     ap[k, i, :] = N(M[k, i, :], Ps[k, i, :, :]). 
23.  V = 10 000 + n – 1. 

24.  Ω – матрица из нулей размера 2  2. 
25.  Для h = 1, …, n – 1: 
26.   Ω = Ω  + (ap[k, h, :] –  ap[k, h – 1, :])T (ap[k, h, :] –  ap[k, h – 1, :]). 

27.   = Sp + Ω. 

28.  S = W–1(V, ), где W–1(·, ·) – обратное распределение Уишарта. 
29.  Конец цикла 
 
Число ap[m, t, 0], получаемое из алго-

ритма 1, есть оценка a0t на итерации m, а 
число ap[m, t, 1] – оценка a1t на итерации m. 

C учетом формулы (4) и выражения 

wN

tN,wa
a

pw
pt −

=
,1]:[

:  корреляцию в момент 

времени t будем оценивать как 

22

x

σσ
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w
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w
p

t

t

a

a
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2

 .                        (12) 

 
Результаты и обсуждение 

В качестве эксперимента было сэмпли-
ровано 1 000 точек x из стандартного нор-
мального распределения. Было использо-
вано несколько разных σz в (1), а в (2) поло-

жено  = 







a

0.010

00.01
. В алгоритме было 

инициализировано  = 







p

0.00150

00.0015

,
 

выбрано число итераций N = 4 000 и пара-
метр усреднения из (12) w = 400. 

В случае с σz = 1 алгоритм показал луч-
ший результат, чем метод DCC GARCH, а 
именно среднеквадратическое отклонение 
алгоритма от истинной корреляции соста-
вило 9.67, а для DCC GARCH – 61.1 (рис. 1).  

В случае c σz = 2 алгоритм также показал 
лучший результат, чем метод DCC 
GARCH, а именно среднеквадратическое 
отклонение алгоритма от истинной корре-
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ляции составило 15.3, а для DCC GARCH – 
40.91 (рис. 2).  

В случае c σz = 4 алгоритм показал не-
много лучший результат, чем метод DCC 

GARCH, а именно среднеквадратическое 
отклонение алгоритма от истинной корре-
ляции составило 21.4, а для DCC GARCH – 
28.06 (рис. 3). 

  

 
 

Рис. 1. График условной корреляции для синтетических данных с σz = 1 

 

 
 

Рис. 2. График условной корреляции для cинтетических данных с σz = 2 

 

 
 

Рис. 3. График условной корреляции для синтетических данных с σz = 4 
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Из описанных выше результатов видно, 
что предложенный алгоритм во всех слу-
чаях показывает лучший результат, чем 
метод DCC GARCH. Однако чем больше 
дисперсия ошибки процесса, тем меньшей 
становится разница. 

 
Заключение 

Проведенный анализ показал, что пред-
ложенный алгоритм показывает лучший 
результат, чем классический алгоритм 
DCC GARCH, однако разница в качестве 
между алгоритмами падает с увеличением 
дисперсии случайной ошибки. Также су-

щественным недостатком предложенного 
алгоритма является то, что дисперсия слу-
чайной ошибки предполагается известной. 
Как один из путей исправления этого не-
достатка – замена реальной дисперсии на 
ее оценку. 

В дальнейших исследованиях планиру-
ется убрать предположение статической 
дисперсии процесса и сделать ее изменя-
ющейся в соответствии с авторегрессион-
ным законом [9. – С. 109], а также рассмот-
реть случай нескольких переменных. 
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