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В статье рассматривается задача оптимального распределения ресурсов, выделенных на выполнение некото-
рого комплекса взаимосвязанных работ, по критерию минимизации времени выполнения всех работ. В от-
личие от традиционного ресурса сепарабельного типа показан ресурс реентерабельного типа, т. е. допуска-
ющий повторное использование. Представлена формализация данной задачи в динамической постановке. 
Для случая однородных линейных функций производительности приводится и обосновывается аналитиче-
ское решение. Продемонстрирована неоптимальность некоторых эвристических алгоритмов. Отмечен гео-
метрический критерий оптимальности для случая двух независимых работ. На его основе строится пример 
полного внутреннего переключения ресурсов. 
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Постановка задачи  
с сепарабельными ресурсами 

Приведем постановку классической за-
дачи оптимального распределения ресур-
сов на сетевом графике в детерминиро-
ванном случае [5]. Пусть задан сетевой 
график с событиями z1, …, zn и дугами-
работами l1, …, lm, где z1 – начало всех ра-
бот; zn – их окончание. Предположим так-
же, что время выполнения всех работ есть 
функции от распределений ресурсов. При 
этом будем предполагать, что задано мно-
жество Х распределений ресурсов и как 
только выбрано распределение ресурсов  

x  X, сразу же определяются функции 

j(x), т. е. время выполнения работ lj,  
j = 1, ..., m. Будем считать, что функции 

j(x), j = 1, ..., m, – непрерывные неотрица-
тельные функции, а множество Х – ком-
пактное множество евклидова простран-
ства E(k).  

Поставим задачу нахождения такого 
распределения ресурсов, чтобы время вы-
полнения всего комплекса работ было ми-
нимальным при заданном распределении 
ресурсов. Если распределение ресурсов  

x  X выбрано, то минимальное время вы-
полнения всего комплекса работ будет 
определяться из решения следующей за-
дачи: 

min(tn – t1),                         (1) 
                                          t 

)(2 jnt – )(1 jnt   j(x), t = (t1, …, tn), j = 1, 

где n2(j) – номер вершины, являющейся 
окончанием дуги j; 

n1(j) – номер вершины, являющейся 
началом дуги j. 

Если мы хотим выбрать такое распреде-
ление ресурсов, чтобы время выполнения 
работ было минимальным по всем распре-
делениям ресурсов, то нам надо решить 
задачу  

min min(tn – t1) 
                                    x         t 

при ограничениях задачи (1). Объединяя 
два последовательных минимума в один, 
окончательно получаем 

min(tn – t1),                            (2) 
                                   x, t 

)(2 jnt  – )(1 jnt  j(x),   t = (t1, …, tn), 

j = 1,  …, m,   x  X . 
Особо отметим случай, когда распреде-

ляется один вид ресурса, например, день-
ги. В этом случае задача (2) будет иметь 
следующий вид: 

min(tn – t1),                            (3) 
                                    x, t 

)(2 jnt – )(1 jnt  j(x),   t = (t1, …, tn), 

x = (x1, …, xm),   xj  0; 

  ,   1 =
m
j j Ax  j = 1, …, m, 

где А – заранее заданное количество не-
прерывного ресурса, которое распределя-
ется по всем работам. Данный вид ресурса 
не предполагает повторное использование, 
т. е. будучи распределенным на одну из 
работ он не может быть использован на 
другой. Такой вид ресурса будем называть 
сепарабельным. Задача (3) является сепа-
рабельной нелинейного математического 
программирования, для которой известны 
многочисленные методы решения в зави-

симости от свойств функций j(x) [5]. Да-
лее рассмотрим аналогичную задачу, но с 
иным видом ресурсов. 

 
Постановка задачи  
с реентерабельными ресурсами 

В данной статье рассматривается другой 
вид ресурсов, а именно ресурсы, допуска-
ющие повторное использование на раз-
личных работах в различные моменты 
времени, например, люди или техника. 
Такой вид ресурса будем называть реенте-
рабельным. Приведем формализацию за-
дачи, аналогичной задаче (3), но для реен-
терабельного ресурса. При этом будем 
рассматривать единственный ресурс в ко-
личестве А, предполагая его бесконечно 
делимым: 

min tn,                             (4) 
                                            t, u 

 )2(

)1(

j
nt

j
nt

Wj(uj(z))dz  Aj,   j = 1,  …, m, 

u1(t) + … + um(t)  A,  t  [0; T], 

tj  0,  j = 1, …, m, 
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где Wj(uj(z)) – интенсивность выполнения  
j-й работы в момент времени t в зависимо-
сти от задействованного в момент времени 
t ресурса на выполнение этой работы; 

Аj – объем j-й работы;  
uj(t) – количество ресурса, выделенного 

на выполнение j-й работы в момент време-
ни t; 

T – достаточно большое число, заведомо 
большее, чем время выполнения комплек-
са работ. 

Предполагаем функции W() непрерыв-
ными, положительными, монотонно воз-
растающими на множестве [0; A]. Посколь-
ку их аргумент – объем ресурса, выделяе-
мый на соответствующую работу, зависит 
от времени, получаем сложную функцию 
от времени. Смысл рассматриваемых 
функций W() предполагает, что их инте-
грирование на каком-либо временном от-
резке позволяет определить объем соответ-
ствующей работы, выполненный за дан-
ный временной отрезок в единицах исчис-
ления соответствующей работы. 

В качестве класса функций uj(t) целесо-
образно рассмотреть неотрицательные ку-

сочно-непрерывные на отрезке t  [0; T] 
функции, если допустить возможность мо-
ментального перераспределения ресурса.  

Функции моментальных интенсивно-
стей Wj() (т. е. объем выполняемых работ в 
единицу времени) в данной постановке 
задачи зависят только от моментального 
объема выделенных ресурсов и не зависят 
от стадии выполнения работы. Подобное 
упрощение адекватно лишь в случае одно-
родных работ. Более общий случай был 
представлен в работе «Эвристические ал-
горитмы распределения ресурсов» [2]. 

Формализация (4) является оптимиза-
ционной задачей сложной конструкции, 
поскольку часть переменных оптимизации 
образует вектор в конечномерном про-

странстве (t1, ..., tn)  Rn, а другая часть об-
разует вектор функции из бесконечномер-

ного пространства (u1(t), ..., um(t))  U. Тако-
го рода задачи не вписываются в какие-
либо классы оптимизационных задач, под-
крепленных аналитическими или числен-

ными методами. В статье «Эвристические 
алгоритмы распределения ресурсов» [2] 
данная задача была формализована в виде 
задачи оптимального управления, а имен-
но классической задачи о быстродействии 
[9]. 

 
Задача с однородными линейными 
функциями интенсивностей 

Рассмотрим задачу (4) с функциями ин-
тенсивностей следующего вида: 

Wj(uj(t)) = ajuj(t). 
Рядом авторов [2] в качестве примера 

была рассмотрена задача данного типа для 
двух независимых работ. Используя фор-
мализацию данной задачи в виде задачи 
оптимального управления и принцип мак-
симума Понтрягина, было получено опти-
мальное решение, которое по функциона-
лу выражалось как  

.
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Содержательно это означает, что в дан-
ной задаче нет необходимости произво-
дить ни распределение ресурсов по рабо-
там, ни тем более какое-либо динамиче-
ское перераспределение ресурса в ходе 
выполнения работ. Достаточно последова-
тельно направлять весь имеющийся ресурс 
на каждую из двух работ. Докажем этот 
результат для произвольного сетевого 
графика с однородными линейными 
функциями интенсивностей. 

Теорема 1. Для задачи (4) в случае ли-
нейных однородных функций интенсив-
ностей выполнения работ Wj(uj(t)) = ajuj(t),  
j = 1, …, m, оптимальное время выполнения 
комплекса работ есть 

.
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*
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Доказательство.  
Для рассматриваемого случая задача (4) 

принимает следующий вид: 

min tn,                             (5) 
                                            t, u 

aj 
)(2

)(1

jnt

jnt
uj(z)dz  Aj,   j = 1,  …, m,       (6) 

u1(t) + … + um(t)  A,   t  [0; T],        (7) 
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tj  0,  j = 1,  …, m. 

Ограничения (6) можно заменить на 
строгие равенства, поскольку ресурс uj(t) 
выделяется строго на работу j объемом Vj  
и нет никаких оснований для его выделе-
ния в большем объеме. Аналогично можно 
рассматривать строгое равенство в ограни-
чении (7). Недоиспользование ресурса в 
силу монотонного неубывания функций 
интенсивностей Wj() никак не может уско-
рить время выполнения проекта. С учетом 
этого запишем эквивалентный вид задачи: 

min tn ,                             (8) 
                                            t, u 
 


)(2

)(1

jnt

jnt
uj(z)dz = ,

a

A

j

j
   j = 1,  …, m,          (9) 

u1(t) + … + um(t) = A,   t  [0; T], 

tj  0,  j = 1,  …, m. 

Решение задачи (8), как и задачи (5), все-
гда существует в силу известной теоремы о 
существовании минимума непрерывной 
функции на замкнутом ограниченном 
множестве. Очевидно, можно утверждать, 
что существует оптимальное решение за-
дачи (8), такое, что 

uj(t) = 0,    t  [ )(1 jnt , )(2 jnt ].           (10) 

Далее рассмотрим решение (t, u) такого 
вида. Упорядочим последовательность 

значений вектора t, а именно
1k
t , …, 

nk
t . 

Очевидно, что 
1k
t = t1, а 

nk
t = tn. Из ограни-

чений задачи (8) следует, что 
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Учитывая ограничения (9) и условие 
(10), имеем 
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Следовательно, в рассматриваемом оп-
тимальном решении  

=− )1( ttnA 
=

m

j j

j
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. 

Откуда и следует утверждение теоремы 
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Поскольку 
j

j

a

A

A

1
 есть время выполне-

ния полным ресурсом A работы j, полу-
ченное в теореме время выполнения ком-
плекса работ соответствует последователь-
ному выполнению работ с привлечением 
полного ресурса. Допустимый порядок 
выполнения работ определяется сетевым 
графиком и не является однозначным, что 
не влияет на время выполнения комплекса 
работ. 

 
Задача с однородными нелинейными 
функциями интенсивностей 

Исследование начнем с рассмотрения 
простейшего сетевого графика. Пусть 
имеются только две независимые работы с 
нелинейными функциями интенсивно-
стей W1(u) и W2(u) с объемами A1 и A2 соот-
ветственно. Для исследования будем ис-
пользовать оптимизационную модель в 
среде Excel. Поскольку мы не можем про-
водить в Excel бесконечномерную оптими-
зацию по всему классу функций, то рас-
смотрим в качестве класса функций u(t) 
кусочно-постоянные функции с не более 
чем одним переключением. В связи с этим 
введем некоторые дополнительные обо-
значения и формализуем задачу в этом 
классе функций: 

min T,                            (11) 
                                         u1, u2, t, T 

W1(u1)t + W1(u2)(T – t)  A1, 

W2(A – u1)t + W2(A – u2)(T – t)  A2, 

0  t  T, 

0  u1  A, 

0  u2  A, 
 

где u1 – ресурс на выполнение работы 1 в 
период времени от 0 до t;  
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u2 – ресурс выполнения работы 1 в пе-
риод времени от t до T. 

t – момент переключения, при t = 0 или 
t = T переключение отсутствует. 

Далее проведем тестирование различ-
ных возможных алгоритмов решения зада-
чи (11). Для этого проведем ряд вычисли-
тельных экспериментов с различными 
функциями интенсивностей и различны-
ми числовыми параметрами и сделаем вы-
воды. Рассмотрим следующие алгоритмы: 

1. Алгоритм последовательного выполнения 
(АПВ). Этот алгоритм подразумевает по-
следовательное выполнение работ с выде-
лением соответственно полного объема 
ресурсов на каждую работу. Именно этот 
алгоритм оказался оптимальным для ли-
нейного случая, рассмотренного нами вы-
ше. 

2. Алгоритм синхронного завершения 
(АСЗ). Алгоритм предполагает, что парал-
лельные независимые работы, завершаю-
щиеся в одной вершине сетевого графика, 
завершаются одновременно. Зачем завер-
шать какую-либо из таких работ раньше 
остальных? Ведь от этого финальное собы-
тие раньше не наступит. Можно сократить 
часть выделяемого ресурса на выполнение 
такой досрочной работы и отдать его на 
ускорение более продолжительных работ.  

3. Алгоритм максимальной интенсивности 
(АМИ). Алгоритм предполагает, что в 
каждый момент времени рассматриваются 
все работы, которые могут выполняться, и 
ресурс распределяется между ними таким 
образом, что суммарная интенсивность 
будет максимальной. Ожидаем, что мак-
симизация общей производительности в 
каждый момент времени приведет нас к 
оптимальному решению. 

 
Тестирование алгоритма АПВ 
Пример 1 

W1(u) = u2, W2(u) = 2u2, A = 6, A1 = 20, A2 = 40. 
Результаты оптимизации представлены 

на рис. 1. Как видно из результатов реше-
ния, сначала полным ресурсом выполня-
лась работа 2 до момента времени 0,56; да-
лее произошло полное переключение на 

работу 1, которая завершилась в момент 
времени 1,11. Тем самым реализовался ал-
горитм АПВ. 

 

 
 

 

Рис. 1. Решение примера 1 

 
Вывод по примеру 1: алгоритм АПВ может 

приводить к оптимальному решению. 
Пример 2 

W1(u) = u , W2(u) = 2 u ,  

A = 6, A1 = 20, A2 = 40. 
Результаты оптимизации представлены 

на рис. 2. Как видно из результатов реше-
ния, переключения ресурсов не происхо-
дит, работы выполняются параллельно с 
использованием ресурсов в количестве 3 и 
3 и завершаются одновременно в момент 
времени 11,55. Значение в ячейке B7 не яв-
ляется существенным, так как не оказывает 
влияния на решение. Тем самым реализу-
ется алгоритм АСЗ. 
 

 
 

Рис. 2. Решение примера 2 

 
Вычислим результат алгоритма АПВ 

для примера 2: 16,33.
62

40

6

20
=+  Как ви-

дим, он не является оптимальным. 
Вывод по примеру 2: алгоритм АПВ может 

не приводить к оптимальному решению. 
Общий вывод по алгоритму АПВ: алго-

ритм АПВ может приводить, а может и не 
приводить к оптимальному решению. 
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Тестирование алгоритма АСЗ 

На основе примера 2 можно сделать вы-
вод: алгоритм АСЗ может приводить к оп-
тимальному решению. 

Вычислим результат применения алго-
ритма АСЗ для примера 1: 

3.,
)2(6

4020
22

=
−

= u
uu

 Отсюда время выпол-

нения проекта равно 2,22.
9

20
=  Согласно 

примеру 1 это время не является опти-
мальным, а следовательно, алгоритм АСЗ 
не приводит к оптимальному решению. 

Общий вывод по алгоритму АCЗ: алго-
ритм АCP может приводить, а может и не 
приводить к оптимальному решению. 

 
Тестирование алгоритма АМИ 
Пример 3 

W1(u) = 20 u , W2(u) = u2,  

A = 6, A1 = 20, A2 = 40. 
Результаты решения представлены на 

рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3. Решение примера 3 

 
Теперь решим пример, используя алго-

ритм АМИ. Найдем распределение ресур-
са, которое обеспечивает максимальную 
интегральную интенсивность работ. 
Функция интегральной интенсивности: 

F(u) = 20 u  + (6 – u)2. 

Далее вычислим производную данной 
функции: 

F’(u) = .)2(6
2

20
u

u
−−  

Стационарной точкой, которая соответ-
ствует максимуму функции, является точ-
ка u = 1. Это означает, что согласно алго-
ритму АМИ необходимо начать выполне-

ние работы 1 с ресурсом 1, а работу 2 с ре-
сурсом 5. Согласно алгоритму АМИ это 
распределение ресурсов сохраняется до 
завершения первой из работ. Время завер-
шения работы 1 составляет 1, а работы 2 – 
1,6. Следовательно, перераспределение ре-
сурсов произойдет через время 1 после за-
вершения работы 1. К этому моменту оста-
ток работы 2 составит 15, который начнет 
выполняться полным ресурсом 6 и, соот-
ветственно, завершится за время 0,42. Та-
ким образом, полное время проекта соста-
вит 1,42, что больше оптимального време-
ни 1,35. 

Вывод по примеру 3: алгоритм АМИ мо-
жет не приводить к оптимальному реше-
нию. 

Можно заметить, что если бы объем ра-
боты 2 был бы не 40, а 25, то результат 
применения АМИ привел бы к оптималь-
ному решению. Правда, в этом случае это 
решение получалось бы также по алгорит-
му АСЗ.  

Общий вывод по алгоритму АМИ: алго-
ритм АМИ может приводить, а может и не 
приводить к оптимальному решению. 

Таким образом, ни один из вышеизло-
женных трех «разумных» рассмотренных 
нами алгоритмов не является алгоритми-
ческим решением для задачи (11), а следо-
вательно, и для более широкого класса за-
дач. 

 
Вопрос о существовании  
оптимального внутреннего  
переключения 

Рассмотрим вышеприведенную задачу. 
Пусть имеются только две независимые 
работы с нелинейными функциями ин-
тенсивностей W1(u) и W2(u) с объемами  
A1 и A2 соответственно. Помимо уже сде-
ланных ранее предположений относи-
тельно функций интенсивностей W(u), 
считаем функции W() непрерывными, по-
ложительными, монотонно возрастающи-
ми на множестве [0; A]. Будем дополни-
тельно предполагать их дифференцируе-
мость. 

Под внутренним переключением будем 
понимать решение задачи (11), а именно 
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кусочно-постоянные функции с не более 
чем одним переключением, для которого 
ограничения задачи (11) выполняются как 
строгие неравенства: 0 < t < T, 0 < u1 < A,  

0 < u2 < A и u1  u2. Содержательно это 
означает, что перераспределение ресурсов 
происходит не в связи с началом или с 
окончанием какой-то работы, а в процессе 
выполнения обеих работ. Для определен-
ности предполагаем, что u1 < u2. Данное 
предположение не нарушает общности 
задачи, поскольку в противном случае до-
статочно поменять местами индексацию 
функций интенсивностей W1(u) и W2(u). 
Заметим, что во всех примерах, рассмот-
ренных нами, оптимальные решения не 
являлись внутренними переключениями. 
В связи с этим возникает естественный во-
прос: возможен ли такой набор функций 
интенсивностей для задачи (11), а именно 
W1(u) и W2(u), при которых оптимальное 
решение является внутренним переклю-
чением? Оказывается, что существует, но 
поиск такого примера является нетриви-
альной задачей. Различные комбинации 
функций интенсивностей из классов вы-
пуклых, вогнутых и выпукло-вогнутых 
функций (типа x3) не приводили к опти-
мальному внутреннему переключению. 

Рассмотрим еще более частный случай 
задачи (11), а именно, когда обе работы 
одинаковые, т. е. W1(u) = W2(u) = W(u) и  
A1 = A2 = a. Существует ли задача данного 
типа, все оптимальные решения которой 
являются внутренними переключениями? 
Задача (11) принимает в этом случае сле-
дующий вид: 

min T,                             (12) 
                                       u1, u2, t, T 

W(u1)t + W(u2)(T – t)  a, 

W(A – u1)t + W(A – u2)(T – t)  a, 

0  t  T, 

0  u1  u2   A. 

Для поиска, интересующего нас приме-
ра приведем геометрическую интерпрета-
цию задачи (12). Рассмотрим фазовое про-
странство, в котором в качестве координа-
ты x выступает значение W(u), а в качестве 

координаты y значение W(A – u). Кривую 
данного пространства, которая соответ-
ствует значениям параметра u от 0 до A, 
назовем кривой интенсивностей. Коорди-
наты точек данной кривой представляют 
множество всех возможных моментальных 
распределений интенсивностей между ра-
ботами. Данная кривая является симмет-
ричной относительно биссектрисы поло-
жительного квадранта координатной 
плоскости.  

Введем следующие обозначения: 

k1 = t, k2 = T – t, x1 = W(u1), y1 = W(A – u1), 

x2 = W(u2), y2 = W(A – u2). 

Тогда задача (12) принимает следующий 
вид:  

min (k1 + k2),                        (13) 
                              u1, u2, k1, k2 

,
2

2

2

1

1

1 























+
a

a

y

x
k

y

x
k  

0  k1,  0  k2,  0  u1  u2   A. 

Выражение (3) дает возможность гео-
метрически «увидеть» решение задачи. 
Имеем параметрически заданную кривую 
в осях x и y, а именно: x = W(u),  

y = W(A – u), 0  u  A. Далее будем назы-
вать ее кривой интенсивностей. Пример 
такой кривой представлен на рис. 1. Каки-
ми свойствами обладает данная кривая? 

1. Она всегда начинается в точке  
(0, W(A)), которая соответствует значению 
параметра u = 0, и заканчивается в точке 
(W(A), 0), которая соответствует значению 
параметра u = A. 

2. Кривая является симметричной от-
носительно биссектрисы первого квадран-
та координатной плоскости (y = x). Это 
следует из того, что точки, соответствую-
щие параметрам u и A – u, а именно, (W(u), 
W(A – u)) и (W(A – u), W(u)), обладают ука-
занной симметрией. 

3. Функция y(x) является убывающей. 
Это следует из того, что если u1 < u2, то  
W(A – u1) > W(A – u2). 

Как мы видим, кривая интенсивностей 
на рис. 4 обладает вышеуказанными свой-
ствами. 
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Согласно постановке (13) в нашем рас-
поряжении 4 рычага управления: пере-
менные u1 и u2, которые определяют векто-
ры (x1, y1) и (x2, y2), и переменные k1, k2. Рас-
смотрим изолинии функционала при 
фиксированных значениях параметра u1 и 

u2, которым соответствуют точки P и Q на 
рис. 4. 

 
Рис. 4. Геометрическое представление  

задачи (13) (случай 1) 

 
Изолиниями являются отрезки между 

лучами [O, P) и [O, Q), параллельные от-
резку [P, Q], например, [P1, Q1] (рис. 4). Рас-
сматриваем случай, когда P и Q находятся 
по разные стороны от биссектрисы (слу-
чай 1). Значение функционала для отрезка  
[P, Q] равно 1, а для отрезка [P1, Q1] –

величине 
||

|| 1

OV

OV
. Как нетрудно заметить, 

выполнение условий задачи (13) означает, 
что отрезок, параллельный отрезку [P, Q], 
имеет непустое пересечение с заштрихо-
ванной прямоугольной областью с верши-
ной в точке L (рис. 4). Такой отрезок, кото-
рому соответствует минимальное значение 
функционала, есть отрезок [P*, Q*], а соот-
ветствующее значение функционала равно 

||

||

OV

OL
. Отсюда в свою очередь следует, что 

минимальное значение функционала до-
стигается при максимальном значении 
длины |OV|. 

Таким образом, геометрическим реше-
нием задачи является нахождение на кри-

вой интенсивностей таких точек P и Q, для 
которых точка V будет максимально уда-
лена от точки O. Заметим также, что в 
нашем случае точки P и Q выбирались ле-
жащими по разные стороны от биссектри-
сы положительного квадранта (случай 2). 
Исследуем далее вопрос о целесообразно-
сти выбора точек P и Q по одну сторону 
биссектрисы (рис. 5). 

 
 

Рис. 5. Геометрическое представление  
задачи (13) (случай 2) 

 
В этом случае положение изолинии 

функционала, при котором достигается 
минимум функционала, есть отрезок  
[P*, Q*], параллельный отрезку [P, Q]  
(рис. 4), а значение функционала в этом 

случае равно 
||

||

OP

OP*
.  

 
Рис. 6. Случай выпуклой кривой  

интенсивностей 

W(a)   a 

W(a) a 

 W(a)   a 
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Далее построим отрезок [P, Р1], парал-
лельный отрезку [P*, L]. Теперь сравним 
текущее значение минимального функци-
онала для данного выбора точек P и Q с 
результатом, соответствующим выбору  
P = Q = V, где V есть точка пересечения 
кривой интенсивностей с биссектрисой 
положительного квадранта. Для данного 
выбора точек минимальное значение 

функционала равно 
||

||

OV

OL
. Справедлива 

следующая цепочка неравенств и след-
ствий из них: 

|OP1| < |OV| → 
||

||

OV

OL
 < 

||

||

1OP

OL
=

||

||

OP

OP*
. 

Это означает, что выбор P = Q = V всегда 
лучше, чем выбор произвольных точек P и 
Q, лежащих по одну сторону от биссектри-
сы положительного квадранта. 

Таким образом, при поиске геометриче-
ского решения достаточно рассматривать 
только точки P и Q по разные стороны 
биссектрисы, а в предельном случае – сов-
падающими и лежащими на ней.  

Далее исследуем несколько частных 
случаев. 

1. Пусть функция W(u) является выпук-
лой (рис. 6). Тогда, используя формулу 
дифференцирования для параметрически 
заданной функции, имеем 

.
)(

)()()()(
32

2

uW

uAWuWuWuAW

dx

yd


 −+−
=   (14) 

Поскольку W (u)  0, так как функция 

W(u) неубывающая, и W (u)  0, так как 
функция W(u) выпуклая, имеем 

0,
2

2


dx

yd
 

а следовательно, кривая интенсивностей 
выпукла (рис. 7).  

В этом случае с учетом применения 
вышеизложенных геометрических идей 
очевидно, что оптимальное положение то-
чек P* и Q* следует выбирать, как показано 
на рис. 6. В этом случае u*1 = 0, а u*2 = A. 
Это соответствует последовательному вы-
полнению работ с использованием полно-

го ресурса. Продемонстрируем это далее 
на конкретном численном примере. Для 
данного случая может служить рассмот-
ренный ранее пример 1 с тем отличием, 
что функции интенсивностей в нем вы-
пуклые, но отличные друг от друга. Его 
численное решение, как мы видели, дей-
ствительно в качестве оптимального реше-
ния предлагает последовательное выпол-
нение работ. Дополнительно построим 
кривую интенсивностей для примера 1 
(рис. 7).  

 

 
 

Рис. 7. Кривая интенсивностей для примера 1 
 

Как мы видим, нарушается свойство 
симметричности, но сохраняется свойство 
выпуклости графика кривой интенсивно-
стей, а следовательно, наши геометриче-
ские рассуждения остаются справедливы-
ми. 

2. Пусть функция W(u) является вогну-
той. Вновь воспользуемся формулой (14).  

Поскольку W (u)  0, так как функция 

W(u) неубывающая, и W (u)  0, так как 
функция W(u) вогнутая, имеем 

0,
2

2


dx

yd
 

а следовательно, кривая интенсивностей 
вогнутая (рис. 8). 

В этом случае с учетом применения 
вышеизложенных геометрических идей 
очевидно, что оптимальное положение то-
чек P* и Q* следует выбирать, как показано 
на рис. 5. В этом случае u*1 = u*2 = u* = 0,5 А. 
Если функции интенсивностей вогнутые, 
но неодинаковые, u* является корнем 
уравнения W1(u) = W2(A – u), которое в си-
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лу свойств функций интенсивностей имеет 
единственное решение. Это соответствует 
параллельному выполнению работ с рас-
пределением ресурса u* и (A – u*).   

 
 

Рис. 8. Случай вогнутой кривой  
интенсивностей 

 
Продемонстрируем это далее на кон-

кретном численном примере. Для данного 
случая может служить рассмотренный ра-
нее пример 2 с тем отличием, что функции 
интенсивностей в нем вогнутые, но отлич-
ные друг от друга. Его численное решение, 
как мы видели, действительно в качестве 
оптимального решения предлагает парал-
лельное выполнение работ с синхронным 
завершением. Дополнительно построим 
кривую интенсивностей для примера 2 
(рис. 9).  

 

 
 

Рис. 9. Кривая интенсивностей для примера 2 

 
Как мы видим, нарушается свойство 

симметричности, но сохраняется свойство 

вогнутости графика кривой интенсивно-
стей, а следовательно, наши геометриче-
ские рассуждения остаются справедливы-
ми.  

Вернемся теперь к вопросу, поставлен-
ному ранее: возможен ли такой набор 
функций интенсивностей для задачи (11), 
а именно W1(u) и W2 (u), при которых оп-
тимальное решение является внутренним 
переключением? Из рассмотренных случа-
ев 1 и 2 понятно, что в классе выпуклых 
или вогнутых функций интенсивностей 
это невозможно. Из сформированного 
нами выше геометрического подхода по-
нятно, что внутреннее переключение воз-
можно для выпукло-вогнутой кривой ин-
тенсивности, как, например, показано на 
рис. 10. Там же показаны точки P* и Q*, по-
строенные на основе геометрического под-
хода.  

 
Рис. 10. Выпукло-вогнутая кривая  

интенсивностей 

 
Чтобы убедиться в реальности такого 

случая, рассмотрим конкретный числен-
ный пример 4. 

Пример 4 

W1(u) = W2(u) = u + 
6

1
sin( u),  

A = 3, A1 = 20, A2 = 20. 

Функции интенсивностей являются вы-
пукло-вогнутыми. Кривая интенсивностей 

W(a)              a 

  W(a)  a 
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представлена на рис. 11 и также является 
выпукло-вогнутой функцией.  
 

 
 

Рис. 11. Кривая интенсивностей для примера 4 

 
Результаты решения представлены на 

рис. 12. 
 

 
 

Рис. 12. Решение примера 4 

Как видно из полученного результата, 
решение данной задачи является полным 
внутренним переключением, что, соб-
ственно, мы и ожидали, исходя из геомет-
рии кривой интенсивностей. 

 
Заключение 

Была рассмотрена задача оптимального 
распределения реентерабельных ресурсов 
для выполнения комплекса независимых 
работ. Для наиболее простого случая, а 
именно случая однородных линейных 
функций производительностей, получено 
и обосновано аналитическое решение. Для 
случая нелинейных однородных функций 
производительностей проведено исследо-
вание некоторых алгоритмов распределе-
ния ресурсов и показана их неоптималь-
ность в общем случае. Поставлен вопрос о 
существовании полного внутреннего пе-
реключения как решения поставленной 
задачи в случае двух работ. Введено поня-
тие кривой интенсивностей и на его осно-
ве построен геометрический критерий оп-
тимальности. Приведен конкретный чис-
ленный пример с полным внутренним пе-
реключением в качестве оптимального 
решения. 
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