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В статье предлагается инновационный способ применения тестирования: тест не как 
форма контроля (точнее, не только как форма контроля), а как способ получения зна-
ний. Также ставится цель получения оценки уровня знаний, не зависящей от начальных 
условий тестирования. Итогом работы является методология рекуррентного тестирова-
ния (серия идущих друг за другом тестов, каждый из которых учитывает результаты 
предыдущего), позволяющая получить оценку уровня общих компетенций (ОК) и про-
фессиональных компетенций (ПК) студента. Результаты данного исследования были 
представлены на Международной конференции «Образование, наука и экономика в ву-
зах и школах. Интеграция в международное образовательное пространство» (Горис, Ар-
мения, 2015). Основным аспектом является демонстрация того, что разработанная мето-

                                                
1 Статья подготовлена по результатам исследования, проведенного при финансовой поддержке ФГБОУ ВО 
«РЭУ им. Г. В. Плеханова» в рамках НПР «Учебно-практический симулятор с тремя уровнями сложности по 
дисциплине "Теория вероятностей и математическая статистика" на основе кейсов с открытым контентом». 
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дология вне зависимости от начальной точки (первичного теста) быстро сходится к 
уровню знаний студента. Для доказательства этого факта строится соответствующая ма-
тематическая модель процесса (последовательного тестирования) и исследуется ее схо-
димость. Для применения на практике построенной модели оценивания ОК и ПК в на-
стоящее время формируется база данных тестовых заданий и решается вопрос о ее тех-
нической поддержке соответствующим программным обеспечением. 
Ключевые слова: уровень подготовки, количественные характеристики способности к обу-
чению, последовательные приближения, модель Бирнбаума, ядро Фредгольма. 
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This paper presents an innovation approach to teaching by step-by-step testing method, which 
generates the complexity of the task, depending on the student's level of knowledge. Also we 
want to generate the assessment of the level of knowledge that is independent of the initial test 
conditions. The result of this work is the recurrent testing methodology which allows to 
estimate the student’s level of OC and PC (means the series of coming one after the other tests, 
each of which takes into account previous results). The results of that part of the work were 
presented on the international conference "Education, science and economics at universities 
and schools. Integration to the international educational area" (Goris, Armenia, 2015). An 
important, or even can be said, the main aspect is to demonstrate that the developed 
methodology, regardless of the starting point (initial test) rapidly converges to the student's 
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level of knowledge. To prove the fact the corresponding mathematical model of the process 
(serial testing) was built. Its convergence also was studied. For the practical application of the 
developed estimation model of OC and the PC the database of tests is forming. We think also 
about its technical support by developing appropriate software. 
Keywords: level of training, quantitative characteristics of the learning ability, step-by-step 
approach, Birnbaum model, Fredholm kernel.  
 
 

 настоящее время наблюдается пол-
ный спектр мнений относительно 
приемлемости тестирования в про-

цессе обучения: от полного неприятия до 
тотального применения. Между тем уже 
четко определены преимущества такого 
метода измерения уровня знаний: объек-
тивность, быстрота, технологичность, ох-
ват всего учебного материала, возможность 
использования математических методов 
для обработки результатов и т. д.  

Метод последовательного тестирования – 
это инновационный подход к преподава-
нию, представляющий собой серию иду-
щих друг за другом тестов, каждый из ко-
торых учитывает результаты предыдуще-
го. Такая методика не только позволяет 
получить оценку уровня ОК и ПК студен-
та, но и повышает уровень его остаточных 
знаний. Этот метод как подход к препода-
ванию возник в результате проведения 
круглого стола по теме «Статистические 
процедуры оценивания уровня знаний», 
где были представлены и проанализиро-
ваны современные методы обучения [4] и 
тестирования, в частности, тесты PISA. 

Итогом дискуссии стало формирование 
базовой модели теста, которая впоследст-
вии была опробована на студентах РЭУ 
им. Г. В. Плеханова. Разработанный тест 
является частью комплекта ему подобных, 
являющихся индикатором усвоения зна-
ний. Работа выстроена таким образом, что 
при ее выполнении обучаемый (конкретно 
– студент) переходит на следующий уро-
вень подготовки. Результаты повторных 
последовательных тестирований, прово-
димых на том же тестовом множестве, об-
рабатываются путем наложения на сфор-
мированную ранее модель. Первые десять 
заданий представляют собой классический 
разноуровневый тест с вариантами отве-
тов. Вторая часть, состоящая из пяти зада-
ний, – творческая. Она определенно слож-
нее, варианты ответов не предоставляются, 
и задание считается решенным только при 
наличии правильного ответа. В некотором 
смысле эта система оценки ОК и ПК близ-
ка к методам, применяемым разработчи-
ками ЕГЭ. Полностью алгоритм проведе-
ния такого тестирования показан на рис. 1. 

  

 
 

Рис. 1. Алгоритм серийного тестирования для оценки ОК и ПК студента 

В 

I. Порядок проведения и содержание: 
1. Обеспечение соответствующего аудиторного фонда. 
2. Обеспечение тестового множества (подбор разноуровневой обширной группы студентов, прослушавших один и тот же 

курс). 
3. Обеспечение чистоты эксперимента. В данном случае речь идет об изолировании тестового множества от внешних фак-

торов, прежде всего таких, как Интернет. 
4. Обеспечение требуемого (ограниченного) количества времени на выполнение  тестовых заданий (технически это означа-

ет заказ аудиторий на соответствующее количество часов). 
5. Оформление результатов проведения теста в виде сводной таблицы. 

II. Тест признается годным к обработке, если он удовлетворяет всем  нижеперечисленным требованиям: 
1. Ответы к заданиям 1–10 отмечаются в бланке ответов в тексте работы. 
2. Ответы к заданиям 11–15 записываются в бланке ответов с указанием слова «Ответ:».  При этом в каждом из вышепере-

численных заданий должно быть решение. При его отсутствии задание даже при наличии верного ответа не засчитывает-
ся. 

3. При выполнении заданий можно пользоваться черновиком. Записи в черновике не учитываются при оценивании работы. 
4. Тест укладывается в строго определенные временные рамки. Работы, сданные после deadline, в обработку не принима-

ются. 
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Заметим, что необходимо регулярно 
оценивать учащихся, производя монито-
ринг их уровня ОК и ПК, с целью коррек-
тировки плана дальнейшего обучения для 
получения целевого результата. Итогом 
работы является методология рекуррент-
ного тестирования, позволяющая получить 
оценку уровня ОК и ПК студента.  

Тестовое множество – 175 студентов РЭУ 
им. Г. В. Плеханова. В качестве априорных 

оценок взяты результаты зимней сессии по 
дисциплине «Математический анализ» 
(пятибалльная шкала). В таблице приведе-
ны результаты по одной из тестовых под-
групп, где столбцы 3 и 4 представляют со-
бой результаты экспериментального тес-
тирования, состоящего из двух групп зада-
ний разного уровня сложности (соответст-
венно, десятибалльная и пятибалльная 
шкалы оценивания). 

 
Результаты тестирования (часть тестового множества, образец) 

 
Обработка результатов тестирования 

производилась с помощью соответствую-
щего программного обеспечения (про-
грамма обработки данных написана авто-
рами с помощью пакета MatLab). Теперь 
покажем, что представленная выше мето-
дология вне зависимости от начальной 
точки (первичного теста) быстро сходится 
к уровню знаний студента. Для этого по-
строим соответствующую математическую 
модель процесса (последовательного тес-
тирования) и исследуем ее на сходимость. 
Будем рассматривать процедуру оценива-
ния уровня знаний студента как процесс 
косвенных измерений некоторой величи-
ны. Измерением является выполнение сту-
дентом некоторого тестового задания, а 
результатом измерения – качество выпол-
нения этого тестового задания. Задача со-
стоит в том, чтобы по результатам измере-

ния, т. е. имея оценку качества выполне-
ния тестовых заданий, определить вели-
чину уровня знаний обучаемого. Считая, 
что результат выполнения задания является 
случайным, будем предполагать, что уровень 
знаний, определяемый по результату выполне-
ния задания, также является случайной вели-
чиной, которая характеризуется некоторой 
плотностью распределения. 

В дальнейшем будем обозначать вели-

чину уровня знаний студента через , 
сложность выполняемого задания – через 

, а значение показателя качества выпол-
нения задания – через w. Будем также 
предполагать, что все эти величины при-
нимают значение из отрезка [0, 1]. В соот-
ветствии с теорией байесовского оценива-
ния апостериорная оценка плотности рас-
пределения уровня знаний обучаемого по 
результату выполнения задания, уровень 

Номер  
студента 

Априорные 
оценки 

Первые десять 
заданий (с ответами) 

Вторые пять заданий  
(без вариантов ответов) 

Доля выполненных 
заданий 

1 2 3 4 5 

Студент 1 3 6 0 0,3 

Студент 2 3 2 0 0,1 

Студент 3 5 7 3 0,65 

Студент 4 4 5 1 0,35 

Студент 5 3 2 0 0,1 

Студент 6 3 4 0 0,2 

Студент 7 3 3 2 0,35 

Студент 8 3 7 0 0,35 

Студент 9 5 8 1 0,5 

Студент 10 5 5 0 0,25 

Студент 11 5 7 0 0,35 

Студент 12 4 6 1 0,4 

Студент 13 3 5 0 0,25 

Студент 14 3 1 0 0,05 

Студент 15 4 4 0 0,2 

Студент 16 3 3 0 0,15 

Студент 17 3 5 1 0,35 

Студент 18 3 3 0 0,15 
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сложности которого известен, определяет-
ся соотношением вида 

  0( ) ( ,  )
, 

( )

w
w

w

    
   

 
                  (1) 

при условии, что качество выполнения за-
дания равно w.  

Здесь  0φ θ – априорная плотность рас-

пределения уровня знаний студента перед 
началом выполнения задания;  

 θ ,  ωw
 

– условная вероятность того, 

что качество выполнения задания с уров-

нем сложности  и при условии, что уро-

вень знаний студента равен , будет рав- 
но w;  

( ω)w
 
– априорная вероятность того, 

что качество выполнения задания с уров-

нем сложности  будет равно w.  
В соответствии с формулой полной ве-

роятности 

   
1

0

0

( ω) θ ,  ω φ θ dθw w   .           (2) 

С другой стороны, если уровень слож-
ности задания неизвестен, но известен 
уровень знаний студента, то апостериор-
ная оценка плотности распределения 
уровня сложности задания будет опреде-
ляться аналогичным соотношением: 

 
   


0ψ ,

ψ ,
| )

w
w

v w

   
  


,           (3) 

где   0ψ  – априорная плотность распре-

деления уровня сложности задания; 

 v w 
 

– априорная вероятность того, 

что качество выполнения задания с уров-

нем знаний  будет равно w. 
В соответствии с формулой полной ве-

роятности снова получаем 

   
1

0

0

, ( )dv w w        .           (4) 

Если ни уровень знаний студента, ни 
уровень сложности задания неизвестны, то 
для апостериорных плотностей распреде-
ления этих показателей можем записать в 
соответствии с формулой полной вероят-
ности: 

     
1

0

, dw w w         ,          (5) 

     
1

0

, dw w w         .          (6) 

Подставляя выражение (6) для апосте-
риорной плотности распределения уровня 
сложности задания в правую часть соот-
ношения (5), получаем 

       
1 1

0 0

φ θ φ θ ,ω ψ ω ,ξ φ ξ dξ dωw w w w
 

  
 

  .(7) 

Меняя в правой части соотношения (7) 
порядок интегрирования, после преобра-
зований получаем 

       
1 1

0 0

, , d dw w w w
 

             
 
  .                              (8) 

Аналогично, подставляя выражение (5) 
для апостериорной плотности распреде-
ления уровня знаний обучаемого в соот-

ношение (6) и меняя порядок интегриро-
вания, получим 

       
1 1

0 0

, , d dw w w w
 

             
 
  .                           (9) 

Уравнения (8) и (9) представляют собой 
два однородных интегральных уравнения 
Фредгольма II рода относительно неиз-
вестных условных апостериорных плотно-
стей распределения уровня знаний сту-

дента  w  и уровня сложности задания 

 w   при условии, что качество выпол-

нения этого задания равно w. Ядро первого 
интегрального уравнения (8) имеет вид  

   
1

0

( , ) , , dM w w          , 

а ядро интегрального уравнения (9) – соот-
ветственно 

   
1

0

( , ) , , dN w w          . 

С учетом введенных обозначений инте-
гральные уравнения (8) и (9) можно запи-
сать следующим образом: 
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     

   

1

0

1

0

, d , 

( , ) d

w M w

w N w

       

       





. 

 

В общем виде уравнения (8) и (9) можно 
записать следующим образом:   

     
1

0

, dy x K x s y s s  , 

где y(x) – неизвестная плотность распреде-

ления (  w   или   w  ),  

K(x, s) – ядро соответствующего инте-
грального уравнения.  

С учетом соотношений (1)–(4) инте-

гральное ядро  ,M    можно представить 

в виде 

 

 
1

0
0

0

( , ) ( , )( )
, ( ) d

( ) ( )

w w
M

v w w

      
     

    ,                              (10) 

 

а интегральное ядро ( , )N    в виде 

 
1

0
0

0

( , ) ( , )( )
, ( ) d

( ) ( )

w w
N

w v w

      
     

    .                                 (11) 

 

Напомним, что входящие в соотноше-
ния (10) и (11) для интегральных ядер 
функции 

0( )   
и 

0( )   являются априор-

ными распределениями соответствующих 
показателей и предполагаются известны-
ми, а функции ( , )w   

и ( )v w  определя-

ются соотношениями (2) и (3) соответст-
венно. Таким образом, для вычисления ин-
тегральных ядер (10) и (11) необходимо 
определить условные вероятности ( , )w  

 
выполнения задания с уровнем качества w 
при условии, что уровень сложности зада-

ния равен , а уровень знаний обучаемого 

равен . В дальнейшем будем предполагать, 
что качество выполнения задания оценивает-
ся бинарным показателем качества «выполне-
но – не выполнено», т. е. величина w принима-
ет два значения: 0 или 1. Это допущение по-

зволяет воспользоваться результатами совре-
менной теории тестирования. Будем пред-
полагать, что вероятность правильного 
выполнения одного задания описывается 
двухпараметрической моделью Бирнбаума 
[5; 6]:  

 
 

 
,

1

a b

a b
P a b

e

e

 

 



, 

где a – уровень знаний обучаемого;  
b – сложность задания;  
α – параметр модели [5; 6], который на-

зывается разрешающей способностью задания. 
В этой модели величины a и b принад-

лежат интервалу  0, . Чтобы воспользо-

ваться этой моделью, сделаем замену пе-

ременных:    ln 1 ,  ln 1a b      . По-

лучаем: 

 

 
    

    
   

   

 

   

ln 1 ln 1

ln 1 ln 1

1 1 1
,

1 1 1 1 11
p

e

e

  

   

    

    

  
    

     

. 

 

Таким образом, условные вероятности 

( , )w   , входящие в соотношения для ин-

тегральных ядер уравнений Фредгольма 
относительно апостериорных плотностей 

распределения неизвестных уровня слож-
ности задания и уровня знаний обучаемо-
го, имеют вид 
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 
 

   
 

 

   

1 1
1 ,  ,  0 ,

1 1 1 1

 

   

 
       

     
. 

Для решения интегральных уравнений 
(8) и (9) воспользуемся методом последова-
тельных приближений, согласно которому 
решение строится на основе итерацион-
ной процедуры вида  

   
1

1

0

( , ) di iy x K x s y s s  . 

Пример 1. Результаты выполнения ите-
рационной процедуры для случая, когда 
априорная информация о значениях 
уровня знаний студента и уровня сложно-
сти задания отсутствует (рис. 2 и 3).  

 
 

Рис. 2. Последовательные приближения  
плотности распределения сложности задания 

 

 
 

Рис. 3. Последовательные приближения  
плотности распределения уровня  

знаний студента 

 
Предполагалось, что эти показатели име-

ют априорное равномерное распределение. Ре-
зультаты представлены для случая, когда 
студент дал правильный ответ. Пунктир-
ной линией показана априорная плот-

ность распределения. Видно, что итераци-
онная процедура сходится очень быстро, 
достаточно 4–5 итераций, чтобы получить 
апостериорные плотности распределения.  

Пример 2. Результаты последовательного 
вычисления апостериорных плотностей 
распределения (уровня сложности и уров-
ня знаний) после каждого задания для 
случая при заданной априорной плотно-
сти распределения уровня сложности за-
дания (рис. 4 и 5).  

 

 
Рис. 4. Последовательные приближения  

плотности распределения уровня сложности 
задания при заданной априорной плотности 

распределения уровня сложности 
 

 
 

Рис. 5. Последовательные приближения  
плотности распределения уровня знаний  

студента при заданной априорной плотности 
распределения уровня знаний студента 

 
Априорные распределения показаны 

пунктирной линией, при этом предпола-
галось, что студент неправильно выполнил 
предложенное задание.  
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Как мы видим, скорость сходимости ите-
рационных процедур остается такой же высо-
кой.  

 Далее определение апостериорных 
плотностей распределения осуществлялось 
после каждого выполненного задания. 
Апостериорные плотности распределения, 
определенные после выполнения преды-
дущего задания, принимались в качестве 
априорных после выполнения следующего 
задания. Точнее, пусть студент выполнил  
j-е задание. Результат выполнения этого 
задания заложен в wj. После выполнения 
предыдущего (j – 1)-го задания уже были 
вычислены апостериорные плотности рас-
пределения уровня сложности задания и 

уровня знаний обучаемого: 
1 1( , )j jw    ,  

1 1( , )j jw     на основе решения инте-

гральных уравнений (8) и (9). Теперь эти 
плотности распределения 

1 1( , )j jw    , 

1 1( , )j jw     принимаются в качестве ап-

риорных при вычислении интегральных 
ядер (10) и (11) в интегральных уравнениях 
вида (8) и (9) для вычисления апостериор-

ных плотностей распределения ( , )j jw   , 

( , )j jw   после выполнения j-го задания. 

Таким образом, последовательность вы-
числений апостериорных плотностей рас-
пределения после выполнения обучаемым 
j-го задания представляется в следующем 
виде: 

– вычисляются функции 

   
1

1 1

0

( , ) , dj j j jw w w           , 

 
 1 1 , ( , )

,
( )

j j j

j j

j

w w
w

w

      
   

 
, 

   
1

1 1

0

( , ) , dj j j jv w w w          , 

 
 1 1 , ( , )

,
( )

j j j

j j

j

w w
w

v w

      
   


; 

– вычисляются интегральные ядра 

   
1

0

( , ) , d  j j j j jM w w          , 

 

   
1

0

( , ) , dj j j j jN w w          ; 

– методом последовательных приближений 
решаются интегральные уравнения вида 

 
1

,

0

( , ) ( , )dj j j j jw N w          , 

 
1

0

, ( , ) ( , )dj j j j jw M w          .     (12) 

В качестве начального приближения 
при решении уравнений (12) используют-
ся апостериорные плотности распределе-

ния 
1 1( , )j jw    , 

1 1( , )j jw    , рассчи-

танные после выполнения предыдущего 
задания. Результаты последовательного 
вычисления апостериорных плотностей 
распределения после каждого задания 
представлены на рис. 4 и 5.  

 На основании разработанного метода 
совместного определения апостериорных 
плотностей распределения уровней зна-
ний студента и сложности задания был 
проведен анализ изменения апостериор-
ных плотностей распределения по резуль-
татам выполнения студентом серии одно-
типных заданий.  

В качестве исходных данных мы предполо-
жили, что априорная плотность распределе-
ния показателей сложности задания и уровня 
знаний студента неизвестна. Поэтому они 
были приняты равномерными.  

Студент выполнял 10 однотипных зада-
ний, 6 из которых он выполнил правильно. 
Правильность выполнения заданий харак-
теризуется вектором {1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1}. 
Дадим наглядную графическую иллюст-
рацию этого процесса. 

Анализ представленных на рис. 6 и 7 ре-
зультатов последовательного оценивания 
уровня знаний студента и уровня сложно-
сти задания показывает, что независимо от 
результата выполнения задания дисперсия 
оценки будет уменьшаться («ширина» 
графика плотности распределения каждо-
го показателя уменьшается). Однако в за-
висимости от правильности ответа проис-
ходит смещение положения точки макси-
мума плотности распределения, что соот-
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ветствует смещению математического 
ожидания соответствующего показателя.  

 

 
 

Рис. 6. Изменение апостериорной плотности 
распределения уровня сложности задания  

после выполнения студентом серии тестовых 
заданий одного уровня сложности 

 

 
Рис. 7. Изменение апостериорной плотности 

распределения уровня знаний студента после 
выполнения им серии тестовых заданий одного 

уровня сложности 

 
Эти качественные выводы подтвержда-

ют зависимости, описывающие изменение 

оценки математического ожидания уровня 
знаний обучаемого и среднеквадратиче-
ского отклонения этой оценки, представ-
ленные на рис. 8. 

 

 
 

Рис. 8. Изменение математического ожидания 
(сплошная линия) и среднеквадратического 

отклонения (пунктирная линия) уровня  
знаний студента после выполнения серии  

заданий одного уровня сложности 

 
Получение оценок уровня знаний сту-

дента и уровня сложности задания в виде 
апостериорных плотностей распределения 
позволяет получить как точечные, так и 
интервальные оценки этих показателей.  

Таким образом, в данной статье предложен 
метод совместного оценивания уровня сложно-
сти заданий и уровня знаний обучаемого по 
результатам выполнения тестовых задач, по-
казана его быстрая сходимость, а также воз-
можность рекуррентного применения при по-
следовательном тестировании студента. 
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