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В статье исследуется влияние одного из параметров облигации – срока до погашения – 
на ее процентный риск. Для долгосрочных облигаций этот вопрос в теории полностью 
не изучен. Сравниваются два способа решения задачи о влиянии срока до погашения на 
процентный риск облигации. Для этого использованы полученные автором результаты  
решения задач о зависимости от срока до погашения показателя дюрации Маколея и от-
носительного изменения цены облигации. В обоих случаях задача решалась в условиях 
определенности при условии горизонтальности временной структуры процентных ста-
вок и параллельности ее перемещений. Для решения задач были использованы теоремы 
о числовых последовательностях и дифференцируемых функциях. Сравнение двух спо-
собов решения задачи показывает схожесть результатов, что позволяет уточнить зависи-
мость процентного риска от срока до погашения для долгосрочных облигаций. 
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the problem of affecting the bond interest risk by the due date were compared. To do this the 
results were used that had been obtained by the author through solving tasks about the 
dependence of Macaulay duration on the due date and relative changes in the bond price. In 
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роцентный риск облигации – это 
риск снижения ее цены вследствие 
увеличения процентных ставок. 

Он является главным риском, с которым 
сталкивается каждый инвестор на рынке. 
После повышения ключевой ставки Бан-
ком России до уровня 17% ранее куплен-
ные ценные бумаги с фиксированным до-
ходом существенно потеряли в цене, а 
многие инвесторы ушли с рынка.  

Процентный риск имеет наибольший 
вес при инвестировании в облигации. Так 
как разные облигации по-разному реаги-
руют на одно и то же изменение рыночной 
процентной ставки, то процентный риск – 
одна из важнейших характеристик обли-
гации как объекта инвестирования. В связи 
с этим исследования факторов, влияющих 
на процентный риск облигации, представ-
ляют не только теоретический, но и прак-
тический интерес.  

Процентный риск облигации оценива-
ют по величине относительного изменения 

цены облигации 
( )

( )

P r

P r


 при изменении 

процентной ставки на заданную величину 
Δr. Относительное изменение цены обли-
гации при изменении ее доходности явля-
ется важным показателем рискованности 
этой облигации [4. – С. 53].  

Влияние основных факторов (доходно-
сти, купонной ставки и срока до погаше-

ния)  на величину 
( )

( )

P r

P r


 сформулировано 

в литературе по инвестициям. Так, зависи-
мость процентного риска облигации от 
срока до погашения, как правило, форму-
лируется аналогично следующему утвер-
ждению: «При заданных купонной ставке 
и начальной доходности, чем больше срок 
до погашения, тем выше изменчивость це-
ны облигации»1. А вот характерное сооб-
щение одного из интернет-ресурсов: «Чем 
больше срок до погашения, тем выше зави-
симость (или чувствительность) цены от 

                                                
1
 Фабоцци  Ф. Дж. Управление инвестициями. – М. : 

Инфра-М, 2000. – (Университетский учебник). –  
С. 507. 

изменений процентных ставок»2. Эти ут-
верждения, очевидно, сформулированы на 
основе часто встречающихся рыночных 
наблюдений и отражают наиболее харак-
терную зависимость процентного риска от 
срока до погашения. Однако отмеченная 
зависимость характерна не для всех видов 
облигаций: «Чем меньше времени остается 
до погашения облигации, тем меньше от-
носительное изменение цены облигации 
(за исключением долгосрочных облига-
ций, продающихся с дисконтом)» [4. –  
С. 56]. Из приведенных высказываний 
можно заключить, что для долгосрочных 
облигаций, продающихся с дисконтом, во-
прос о влиянии срока до погашения на 
процентный риск облигации полностью 
не изучен. В связи с этим нами была рас-
смотрена задача о зависимости относи-
тельного изменения цены облигации 

( )

( )

P r

P r


 от срока до погашения [1]. 

На практике для оценки процентного 
риска используются модели дюрации. Из-
вестно, что дюрация представляет собой 
вполне адекватную меру процентного 
риска облигации. Например, при условии 
горизонтальности временной структуры 
процентных ставок и параллельности ее 
перемещений при достаточно малых ∆r 
процентный риск облигации (или порт-
феля облигаций) можно оценить по фор-
муле  

P r

P r

( )

( )
 ≈ 


D

r

r



1
, 

где D – дюрация Маколея;  
r – значение внутренней доходности 

облигации в начальный момент времени.  
Известны и другие показатели дюра-

ции, учитывающие негоризонтальность 
временной структуры процентных ставок. 

Ф. Дж. Фабоцци в своей работе отметил 
зависимость показателя дюрации от срока 
до погашения: «Важнейшим свойством 
дюрации является ее рост при увеличении 
срока погашения (при прочих равных ус-

                                                
2 URL: http://fxfinans.com/protsentnyj-risk-obligatsij/ 

П 
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ловиях)»1. Вместе с тем У. Ф. Шарп,  
Г. Дж. Александер и Дж. В. Бэйли эту зави-
симость формулируют не столь однознач-
но: «Долгосрочные облигации при данном 
росте доходности, как правило, падают в 
цене сильнее, чем краткосрочные, за счет 
того, что они по сравнению с краткосроч-
ными в среднем имеют более высокую дю-
рацию»2. Представляется, что оговорка «в 
среднем» означает, что нет однозначной 
зависимости от срока до погашения для 
всех облигаций – и краткосрочных, и дол-
госрочных. Действительно, «чем меньше 
времени остается до погашения облига-
ции, тем меньше дюрация (за исключени-
ем долгосрочных облигаций, продающих-
ся с дисконтом)» [4. – С. 63]. Снова можно 
сделать вывод о недостаточной изученно-
сти влияния срока до погашения теперь 
уже на показатель дюрации облигаций, 
продающихся с дисконтом. В связи с этим 
нами была рассмотрена задача о зависимо-
сти дюрации Маколея от срока до погаше-
ния [2]. Результаты этой работы позволяют 
косвенно установить зависимость про-
центного риска облигации от срока до по-
гашения. 

В работе Габриэля Хававини получено 
математическое доказательство влияния 
срока до погашения на показатель дюра-
ции Маколея [5]. Для доказательства он 
использовал методы дифференциального 
исчисления. Единственной некорректно-
стью в его работе является то, что число 
купонных периодов n, оставшихся до по-
гашения облигации, не считается целым, 
при этом используется формула, справед-
ливая для целого положительного n. Для 
получения доказательства нами было рас-
смотрено поведение членов числовой по-
следовательности {Dn}, где Dn – дюрация 
облигации, до погашения которой остает-
ся n купонных периодов (лет) [2]. Здесь n 
одновременно и номер члена последова-

                                                
1
 Фабоцци Ф. Дж. Управление инвестициями. –  

С. 512. 
2 Шарп У. Ф., Александер Г. Дж., Бэйли Дж. В. Инве-
стиции. – М. : Инфра-М, 1999. – (Университетский 
учебник). – С. 472−473. 

тельности, который по определению мо-
жет принимать только целые положитель-
ные значения.  

Таким образом, работы [1] и [2] можно 
рассматривать как два способа решения 
задачи о влиянии срока до погашения об-
лигации на ее процентный риск. Очевид-
но, что необходимо сравнить результаты 
этих работ. Их согласованность позволит 
уточнить зависимость процентного риска 
от срока до погашения для долгосрочных 
облигаций. 

В обоих случаях задача решалась в усло-
виях определенности при условии гори-
зонтальности временной структуры про-
центных ставок и параллельности ее пере-
мещений. Для решения задач использова-
лись теоремы о числовых последователь-
ностях, дифференцируемых функциях и 
об экстремумах функций. Приведем крат-
ко формулировки доказанных утвержде-
ний и методы решения задач. 

Для облигаций с купонными платежами 
один раз в год при фиксированных f (ку-
понная ставка) и r (доходность к погаше-
нию) были доказаны следующие утвер-
ждения [2]: 

1) если f ≥ r, то последовательность {Dn} 
является возрастающей (облигация прода-
ется с премией или по номиналу); 

2) если f < r, то существует срок 

 o on n r , такой, что последовательность 

{Dn}  является возрастающей при n  < on  и 

убывающей при n > on (облигация прода-

ется с дисконтом). 
Последовательность {Dn} является схо-

дящейся в обоих случаях, причем значение 

ее предела 
1 r

r


не зависит от купонной 

ставки.  
Доказательство утверждения 1 для слу-

чая  f ≥ r получено на основании сравнения 
членов последовательности {Dn} и приме-
нения метода математической индукции. 

 Для облигаций, продающихся с дис-
контом (f < r), основные этапы доказатель-
ства следующие. Сначала обосновывается 

существование срока on . По определению  
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Dn  = 1
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то            Dn  =   
f fp np a

f p p a

n n

n

 

 





1

11( )
, 

где  a  =  p (1 – p) (r –  f ) > 0  при  f  <  r.  

Тогда для разности 
1n nD D   получим 

выражение 

1n nD D  =    

  1

1

1 1n n
B

f ( p ) p a f ( p ) p a


   
, 

где                      
21 1nB p p  

 

     
21

1 nfr f r n r r f p
r

   
         

   
. 

Для сроков до погашения 
1

n
r


 

раз-

ность положительна: 
1 0n nD D   . С дру-

гой стороны, если 
1 1r r f

n
r r f r f

 
  


, то 

разность 
1 0n nD D   . Значит, существует 

срок on , когда разность 
1n nD D   меняет 

знак с плюса на минус, т. е. принимает ну-
левое значение. Так как 1p  , то при усло-

вии n >> 1, т. е. для достаточно больших 
сроков до погашения, влиянием слагаемо-

го  
2 nr f p  в выражении для B  можно 

пренебречь. Тогда из условия 
1 0n nD D    

при n >>  1 получено приближенное значе-
ние срока n0: 

                       
1 1

o

r
n

r r f


 


 .                      (1) 

Так как      
21

01nB p p fr r f n n      

при условии n >>  1, то 
1n nD D   для любо-

го  on n   последовательность {Dn}  явля-

ется возрастающей; и 
1n nD D  , если 

on n

 последовательность {Dn} является убы-

вающей. Значит, выражение (1)  прибли-
женное значение срока максимума дюра-
ции. 

Доказанные  утверждения, в том числе 
выражение (1) для приближенного срока 
максимума дюрации nо, согласуются с ра-
ботой Габриэля Хававини [5], а также с ис-
следованиями Паоло Пьянка [6], где для 
отыскания срока максимума дюрации 
предлагается использовать функцию Лам-
берта W.  

Заметим, что доказанные утверждения  
1 и 2 для сроков n < nо 

подтверждаются 
наиболее характерными рыночными на-
блюдениями. При этом поведение дюра-
ции облигации, продающейся с дискон-
том, в области больших сроков до погаше-
ния имеет особенность: существует срок 
максимума дюрации.  

Для облигации с купонными платежами 
один раз в год при фиксированных f, r и  
Δr > 0 нами были доказаны следующие ут-
верждения [1]: 

1) если f ≥ r, то последовательность 

( )

( )

n

n

P r

P r

 
 
 

 является возрастающей (облига-

ция продается с премией или по номина-
лу); 

2) если f < r, то существует срок n0, та-

кой, что последовательность ( )

( )

n

n

P r

P r

 
 
 

 яв-

ляется возрастающей при n < nо 
 и убы-

вающей при n > nо 
(облигация продается с 

дисконтом). 

Последовательность ( )

( )

n

n

P r

P r

 
 
 

 является 

сходящейся в обоих случаях, причем ее 

предел 
r

r r




 не зависит от купонной 

ставки. Здесь ( )

( )

n

n

P r

P r

   относительный рост 

(снижение) котируемой цены облигации 
при изменении ее доходности на Δr, когда 
до погашения остается n купонных перио-
дов. Для получения доказательств потре-
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бовалось предварительно установить ра-
нее не изученную зависимость величины 
изменения цены облигации при измене-
нии срока до погашения от уровня доход-
ности рынка [1; 3].  

Основные этапы доказательства для 
случая f < r (облигация продается с дис-
контом) следующие. Сравниваются  отно-
сительные снижения цены облигации в 
результате увеличения ее доходности на 
величину Δr при сроках до погашения n и 
(n − 1), т. е. n-й и (n – 1)-й члены последова-

тельности 
( )

( )

n

n

P r

P r

 
 
 

. 

Тогда 

1

1

( ) ( )

( ) ( )

n n

n n

P r P r

P r P r

 





 
 

 

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n

n n n

P r r P r r P r

P r P r r P r


     
 

 

 
 
 

, 

где 
( )

( )

n

n

P r r

P r r

  

 
 и 

( )

( )

n

n

P r

P r


  относительные 

изменения котируемой цены облигации 
при уменьшении срока до погашения на 

один купонный период (с n до n  1) при 
уровне доходности r и r r  соответствен-
но. Так как по формуле Тейлора при дос-
таточно малых ∆r > 0 имеет место прибли-
женное равенство 

( ) ( )

( ) ( )

n n

n n

n

n r

P r r P r
r

P r r P r

P

P

   
  

 

 
 
 


 , 

то 

1

1 1

( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( )

n n n

n n n

n

n r

P r P r P r r
r

P r P r P r

P

P

 



 

   
   

 
 
 


 

Учитывая поведение знака производной 

n

n r

P

P

 
  
 




, получим: 

 1

1

( ) ( )

( ) ( )

0, 2

0,

on n

on n

P r P r

P r P r

n n

n n

 





 
 

  

 

. 

Приближенное значение срока n0, также 
как и формула (1), получено при условии  
n >>  1, т. е. для достаточно больших сроков 
до погашения:  

 

1on    

2 2
( 1)(2 ) ( 1) 4 ( )

2 ( )
.

r r f f r r r f rf

r r f

      



 (2) 

Доказанные в работе [1] утверждения  

1 и 2 для сроков on n согласуются с при-

веденными выше сообщениями о влиянии 
срока до погашения на относительное из-
менение цены облигации. При этом пове-

дение величины ( )

( )

n

n

P r

P r

  облигации, про-

дающейся с дисконтом, в области больших 
сроков до погашения имеет ту же особен-

ность, что и поведение дюрации [2]  су-
ществует срок максимума относительного 
изменения цены облигации.  

В табл. 1 и 2 приведены вычисления чле-

нов последовательностей {Dn} и ( )

( )

n

n

P r

P r

 
 
   

облигаций с купонной ставкой  f > r (обли-
гация продается с премией) (табл. 1) и  f < r 
(облигация продается с дисконтом) (табл. 2).  

Как видно из таблиц, результаты вы-
числений подтверждают доказанные ут-
верждения о зависимости дюрации обли-
гации и относительного изменения цены 
облигации от срока до погашения. В табл. 
2 выделены строки, соответствующие точ-

кам максимумов дюрации nD  и отноше-

ния  ( )

( )

n

n

P r

P r

 . 

 
Т а б л и ц а   1 

Зависимость Dn (r) и ( ) ( )n nP r P r  от n  

(A = 100,  f = 10%, r = 8%, ∆r = 0,1%, f > r) 
 

n Dn (r) ( ) ( )n nP r P r  

1 1,0000 0,0009 

2 1,9106 0,0018 

3 2,7424 0,0025 

4 3,5042 0,0032 

5 4,2037 0,0039 

10 6,9658 0,0064 

20 10,1823 0,0094 

30 11,7966 0,0108 
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Т а б л и ц а   2 

Зависимость Dn(r) и ( ) ( )n nP r P r от n  

(A = 100, f = 10%, r = 13%, ∆r = 0,1%, f < r) 
 

n Dn (r) ( ) ( )n nP r P r  

1 1,0000 0,00088417 

2 1,9068 0,00168527 

3 2,7252 0,00240759 

4 3,4604 0,00305590 

5 4,1181 0,00363531 

20 8,2440 0,00725052 

30 8,633956 0,00758621 

36 8,686191 0,00763014 

37 8,690141 0,00763339 

38 8,693267 0,00763594 

40 8,697568 0,00763938 

45 8,701289 0,00764208 

46 8,701341 0,00764205 

47 8,701262 0,00764192 

50 8,700511 0,00764109 

 
В табл. 3 приведены результаты вычис-

ления срока nо по формулам (1) и (2) для 
различных значений доходности r > f, а 
также  точные значения nо на основе непо-
средственных вычислений отношения 

( )

( )

n

n

P r

P r


.  

Т а б л и ц а   3 
Сравнение значений срока n0  по формулам  

(1) и (2)   
(A = 100, f = 10%, ∆r = 0,1%, f < r) 

 

r 0,11 0,12 0,13 0,15 0,20 0,25 

n0 «точное» 115 63 45 30 18 13 

Dn (1) 120,1 64,3 45,4 29,7 17,0 12,3 

n0 (2) 121,1 65,3 46,4 30,7 18,0 13,3 

 
Как видно из табл. 3, формулы (1) и (2) 

дают близкие приближенные значения 
срока nо, что позволяет говорить о согласо-
ванности результатов иследований для 
долгосрочных облигаций, продающихся с 
дисконтом [1; 2]. 

Сравнивая два способа решения задачи 
о влиянии срока до погашения на про-
центный риск облигации, можно сделать 
следующие выводы: 

1. Результаты исследований согласуются 
между собой, что позволяет уточнить  за-
висимость процентного риска облигации 
от срока до погашения для долгосрочных 
облигаций. 

2. Для облигации, продающейся с пре-
мией или по номиналу (f ≥ r), чем больше 
срок до погашения, тем больше процент-
ное изменение цены облигации при изме-
нении ее доходности на заданную величи-
ну, т. е. тем больше процентный риск об-
лигации. Это утверждение справедливо 
как для краткосрочных, так и для долго-
срочных облигаций, продающихся с пре-
мией или по номиналу. 

3. Для облигации, продающейся с дис-
контом (f < r), существует срок no = no(r), где  
r – начальный уровень доходности обли-
гации, такой, что чем больше срок до по-
гашения n, не превосходящий no (n ≤ no), 
тем больше процентное изменение цены 
облигации при изменении ее доходности 
на заданную величину. После срока no  

(n > no) процентное изменение цены обли-
гации при изменении доходности на за-
данную величину и, следовательно, про-
центный риск облигации начинают 
уменьшаться с увеличением срока до по-
гашения n.  

Таким образом, долгосрочная облига-
ция, продающаяся с дисконтом, со сроком 
до погашения n > nо при увеличении n 
cтановится менее чувствительной к изме-
нению рыночной процентной ставки. Мо-
жет возникнуть вопрос: почему случаи, ко-
гда процентный риск облигации начинает 
уменьшаться с увеличением срока до по-
гашения, наблюдаются редко? Можно 
объяснить это следующим образом: срок nо 
достаточно велик и реальные сроки до по-
гашения большинства облигаций, про-
дающихся с дисконтом, меньше no. Как по-
казывают вычисления (табл. 3 и формулы 
(1) и (2)), чем больше разность (r − f), тем 
меньше срок nо, и если f значительно 
меньше r, при сроке до погашения  n > no 
становится возможным наблюдение убы-
вания процентного риска облигации. Од-
нако наиболее характерным для рынка яв-
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ляется состояние, когда значение купон-
ной ставки  f  близко к значению уровня 
рыночной доходности r и разность (r – f) 
достаточно мала. Поведение процентного 
риска таких облигаций, судя по приведен-
ным выше сообщениям, было замечено 
рынком, однако здесь необходимы специ-
альные рыночные исследования. 

4. Применение математических методов 
позволило уточнить зависимость процент-
ного риска от срока до погашения для дол-
госрочных облигаций.  

5. Результаты сравнения можно рас-
сматривать как дополнение теории фи-
нансовых инвестиций в условиях опреде-

ленности, которая является основой всей 
существующей теории финансовых инве-
стиций. 

Заметим, что влияние срока до погаше-
ния на процентный риск облигации было 
рассмотрено при условии горизонтально-
сти кривой рыночных доходностей и па-
раллельности ее перемещений. В реально-
сти кривая доходностей не является гори-
зонтальной и ее сдвиги не обязательно па-
раллельны. Тем не менее приведенные ре-
зультаты исследования в целом подтвер-
ждаются рыночными наблюдениями и мо-
гут быть полезны в задачах портфельного 
и долгосрочного инвестирования. 
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