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В статье приводится краткая история развития теории финансовых инвестиций с фик-
сированным доходом в условиях определенности. Основное внимание уделяется матема-
тическим методам и их роли в развитии теории. Отмечается расширение математиче-
ского аппарата, применяемого в исследованиях, по мере развития теории. С этих пози-
ций анализируются некоторые работы автора данной статьи. Обосновываются следую-
щие выводы: применение математических методов играет решающую роль в формиро-
вании и развитии теории, позволяет систематизировать рыночные наблюдения, иногда 
их объяснять, а также получать дополнительную информацию об инвестиционных 
свойствах облигации.  
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еория финансовых инвестиций с 
фиксированным доходом в условиях 
определенности является основой 

современной теории финансовых инве-
стиций. Главный объект изучения этой 
теории  безрисковые ценные бумаги (об-
лигации). Основные требования условий 
определенности: облигация справедливо 
оценена, не имеет кредитного риска и не 
может быть отозвана эмитентом до уста-
новленной даты погашения. Этим требо-
ваниям наиболее полно соответствуют 
российские государственные облигации, 
например, ОФЗ1 или казначейские обли-
гации на американском рынке облигаций 
[1]. В связи с особой ролью таких бумаг на 
фондовом рынке развитие теории пред-
ставляет и практический интерес. Возник-
новение и развитие этой теории тесно свя-
зано с развитием рынка ценных бумаг. До-
вольно длительное время именно государ-
ство выступало в роли эмитента облигаций 
для финансирования своих расходов, свя-
занных прежде всего с войнами.  

Быстрое развитие рынка ценных бумаг 
в ХХ в. породило необходимость теорети-
ческих методов анализа инвестиций, глав-
ным образом в государственные ценные 
бумаги. Математика предоставила инст-
рументарий, подходящий для этих целей.  

В 3040-х гг. ХХ в. началось формирова-
ние современной теории управления 
портфелем государственных облигаций. 
Американским экономистом Ф. Маколеем 
было предложено использовать понятие 
дюрации для обозначения средневзвешен-
ного срока всех платежей по облигации [12. 
– P. 48]. Несмотря на ограниченность усло-
вий, при которых определен этот показа-
тель, в настоящее время он востребован и в 
усовершенствованном виде используется в 
различных исследованиях [12]. В 4050-х гг. 
XX в. в работах лауреата Нобелевской пре-
мии по экономике П. Самуэльсона [16] и 
английского актуария Ф. Редингтона [15] 

                                                 
1 См.: Восторг от ОФЗ: инвесторы устроили ралли на 
рынке облигаций. – URL: http://money.rbc.ru/news/ 
56d82e3d9a79479f2bb4fece (дата обращения: 
10.06.2016). 

было введено понятие иммунизации, уста-
новлено иммунизирующее свойство дюра-
ции и сформулирован принцип иммуни-
зации портфеля облигаций. Для описания 
классической теории иммунизации, созда-
ваемой этими и другими учеными, исполь-
зовался аппарат теории глобальных экс-
тремумов функций и дифференциального 
исчисления.  

В 1973 г. Хопвелл и Кауфман [11], ис-
пользуя понятие производной, установили 
еще одно свойство дюрации Маколея  как 
меры процентного риска облигации 
(портфеля облигаций), а разложение 
функций в степенные ряды позволило в 
1984 г. Диллеру и Даттатриа [9] ввести еще 
одну характеристику облигации – показа-
тель выпуклости, и указать ее роль в оцен-
ке процентного риска облигации. В на-
стоящее время дюрация и показатель вы-
пуклости воспринимаются как неотъемле-
мые инвестиционные характеристики об-
лигации (портфеля облигаций). Подчерк-
нем, что появлению показателя выпукло-
сти способствовало применение математи-
ческих методов в анализе инвестиций. В 
работе Габриэля Хававини [10] доказаны 
все основные свойства дюрации Маколея. 
Для доказательства были использованы 
методы дифференциального исчисления.  

Применение математических методов к 
изучению облигации оказалось очень эф-
фективным. В работе Малкиела [13]  полу-
чили математическое доказательство тео-
ремы об оценке облигаций (ныне извест-
ны, как рыночные) [8. – C. 456–458]. Для 
доказательства был использован аппарат 
дифференциального исчисления. Эти тео-
ремы составляют основу теории финансо-
вых инвестиций с фиксированным доходом 
в условиях определенности и изначально 
были сформулированы как результат ры-
ночных наблюдений. К настоящему време-
ни в этой теории рассмотрены основные 
инвестиционные свойства облигации.  

В. Е. Барбаумов, И. М. Гладких и  
А. С. Чуйко приводят математические до-
казательства влияния основных факторов 
(доходности, купонной ставки и срока до 

Т
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погашения) на инвестиционные свойства 
облигации, а также портфеля облигаций1. 
Математические доказательства некоторых 
свойств облигации позволили объяснить, с 
чем эти свойства связаны. Например, из 
доказательств теорем в [6] и [13] следует, 
что наблюдаемые на рынке свойства цены 
облигации, такие как большая чувстви-
тельность цены к снижению доходности к 
погашению, нежели чем к ее увеличению, 
или чем выше уровень доходности, тем 
ниже изменчивость цены [7. – С. 507], объ-
ясняются  выпуклостью зависимости «цена 
– доходность».  

Развитие теории потребовало исследо-
ваний и новых доказательств. Некоторые 
из них получены автором [2–5] при тех же 
условиях, что и в работе Малкиела [13]. 
Это условия определенности. В связи с 
этим предложенные доказательства можно 
рассматривать как дополнение теории 
финансовых инвестиций с фиксирован-
ным доходом в условиях определенности.   

Применение математических методов в 
работах [2] и [5] позволило уточнить пове-
дение процентного риска долгосрочных 
облигаций, продающихся с дисконтом. Из 
работ следует наличие особенности в зави-
симости процентного риска таких облига-
ций от срока до погашения (существова-
ние максимума). Эта особенность, конеч-
но, была замечена рынком. Например, ав-
торы интернет-ресурса отмечают: «Увели-
чение времени обращения облигации не 
всегда автоматически означает и рост ее 
дюрации»2. В [5] получено приближенное 
значение срока максимума дюрации. Ре-
зультаты этой работы согласуются с рабо-
той Хававини [10], а также с работой Паоло 
Пианка [14]. В отличие от указанных ра-
бот, где результаты получены с помощью 
методов дифференциального исчисления, 
доказательство в [5] получено на основа-

                                                 
1 См.: Барбаумов В. Е., Гладких И. М., Чуйко А. С. 
Финансовые инвестиции с фиксированным доходом 
(количественный анализ) : учебное пособие. – М. : 
Изд-во РЭА им. Г. В. Плеханова, 2006. 
2 URL: http://data.cbonds.info/files/cbondscalc/ 
HelpCalculator.pdf  (дата обращения: 25.10.2015). 

нии свойств числовых последовательно-
стей и применения метода математиче-
ской индукции. Подчеркнем, что эта осо-
бенность поведения дюрации проявляется 
в области больших сроков до погашения,  
т. е. является свойством долгосрочных об-
лигаций, продающихся с дисконтом. Этот 
вывод согласуется с работой [2], посвящен-
ной влиянию срока до погашения на про-
центный риск облигации.  

Для получения доказательства теоремы 
в работе [2] потребовалось предварительно 
доказать теорему о влиянии уровня до-
ходности рынка на величину изменения 
цены купонной облигации при изменении 
срока до ее погашения на один купонный 
период. Эта теорема является естествен-
ным продолжением одной из рыночных 
теорем. Однако ранее такая зависимость не 
изучалась. Для доказательства теоремы 
были использованы достаточные условия 
монотонности и глобального экстремума 
дифференцируемой функции. Установле-
но, что для облигаций, продающихся по 
номиналу и с премией, абсолютное и от-
носительное изменения цены являются 
убывающими функциями доходности, а 
для облигаций, продающихся с дисконтом, 
существуют значения доходности, когда 
достигаются максимумы абсолютного и 
относительного изменения цены. Решение 
этой вспомогательной задачи само по себе 
представляет интерес и дополняет теорию 
инвестирования. Доказанная теорема яв-
ляется примером того, что применение 
математических методов позволяет устано-
вить такие инвестиционные свойства об-
лигации, которые в условиях реального 
рынка могут явно не проявляться, однако 
оказывают влияние на наблюдаемые инве-
стиционные  свойства. 

В работах [3] и [4] рассмотрены задачи о 
влиянии частоты купонных платежей на 
цену облигации и ее показатель дюрации. 
Доказательства получены с помощью раз-
ложений функций в степенные ряды, тео-
рем о дифференцируемых функциях и 
теорем выпуклого анализа. Были исполь-
зованы свойства знакочередующихся ря-
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дов и сходящихся числовых последова-
тельностей. Ранее такие задачи не рас-
сматривались. Следует отметить, что к ре-
зультатам работы [3] можно отнести и 
расширение математического аппарата, 
применяемого в финансовом анализе в ус-
ловиях определенности. Такие операции, 
как разложение сложных функций в сте-
пенные ряды, перемножение рядов, ранее 
не применялись в решении задач теории 
финансовых инвестиций в условиях опре-
деленности.  

Таким образом, кратко рассмотренная 
история развития теории финансовых ин-
вестиций с фиксированным доходом в ус-
ловиях определенности позволяет сфор-
мулировать роль математических методов 
в развитии этой теории. Эта роль – фор-
мирующая. Известно, что примеры и экс-
перименты для математики не имеют до-
казательной силы. Лишь после того, как 
получено математическое доказательство, 
утверждение приобретает «абсолютный и 
вечный» характер, как всякая математиче-
ская истина. Именно математические ме-

тоды позволяют систематизировать ры-
ночные наблюдения и конкретные вычис-
ления и на этой основе предсказывать по-
ведение финансового инструмента.  

По мере развития теории усложняется и 
применяемый в исследованиях математи-
ческий аппарат. В настоящее время актив-
но развивается теория инвестирования в 
условиях неопределенности, требующая 
применения вероятностных методов. Од-
нако несмотря на ограниченность теории 
инвестирования в условиях определенно-
сти, она остается основой для всей теории 
финансовых инвестиций. 

Применение математических методов 
способствует развитию этой теории и од-
новременно углублению знаний об инве-
стиционных свойствах облигации. В ре-
зультате увеличивается способность дан-
ной теории выполнять основную свою 
функцию  возможность понимать, объяс-
нять и прогнозировать поведение облига-
ции как объекта инвестирования. 
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